VSeobecna teoria stability

Definicia stability podl’a Ljapunova

V teorii nelinearnych sustav sa dnes takmer vzdy pouziva definicia stabilty podla
Ljapunova . Existuje zasadny rozdiel medzi stabilitou linearnej sustavy a medzi stabilitou podla
Ljapunova , ktora sa tyka iba istého pochodu prebiehajuceho v ststave pohybu ststavy a nie celej
sustavy .

Pohyb sustavy sa prejavuje ¢asovou zmenou hodnét stavovych velic¢in
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ktoré mozno povazovat’ za prvky stavového vektora x(t) . Jeho zlozky st vo vSeobecnosti
zavislé nielen od Casu t , ale od istého suboru parametrov , vytvarajucich vektor parametrov m .
Z formulacie ulohy musi vyplynut , ktoré parametre sa povazujii za zlozky tohoto vektora . Casto sii to
pociatocné podmienky pohybu

Nenebudeny pohyb sustavy (nulové rieSenie) je opisanym vztahom

X, () = Fy (M, ). 3)
Ak sa zmeni vektor parametrov

kde q je vektor poruchy , potom sa zmeni aj pohyb stistavy
X,(0)=F,(7,,0).ccccoouvuueene. (5)

Tento nabudeny pohyb ststavy sa 1i$i od nenabudeného pohybu o vektor odchylky

Y, (0) =X, (1) = Xg ()i (6)

Zakladné definicie
A. Ak pre

Ve>030>0
také , Ze pre

Vq:N(@)<o
plati

N(y,(t)<e
pre

Vit >t,

potom pohyb sustavy je stabilny v zmysle Ljapunova .

B. Pohyb sustavy , ktory je stabilny v zmysle Ljapunova a pre ktory naviac plati
limN(y, (1)=0
t—0



je asymptoticky stabilny v zmysle Ljapunova .

C. Pohyb sustavy je nestabilny v zmysle Ljapunova , ak 3 aspon jedno € > 0 také . Ze pre

Vo > 03
aspon jedno
q:N(q)<o
a plati
N(y, @) >¢
pre aspon jedno
t>t,

Geometricky zmysel stability podla Ljapunova

Ak sa v definiciach v predchadzajiicom odseku chape norma vektora ako euklidovska , t.j.

N(X)=N,(x)= ixf .................. )

potom koncovy bod vektora q musi lezat’ vo vnutri alebo na povrchu n-rozmernej gule so
stredom v pociatku a s polomerom & , kdezto koncovy bod vektora x4 lezi vo vnutri n-rozmernej gule
o polomere ¢ a so stredom v bode X, . Ak ststava je opisana rovnicami

dx,,
d—Z’:ﬁ[qu(t),xqz(t),...,an ()] =1,20 e Fee ()

aak uvazujeme Casty pripad poruchového vektora q predstavujiceho pociatocné
podmienky , t.j. pre

q; =x,,(0)=x,,(0);i =12, A, 3)

V tomto pripade sa priestor poruchovych vektorov stotozni so stavovym priestorom
a vzajomné priradenie poruch a fazovej trajektorie , reprezentujucej prislusny nabudeny pohyb sa
prejavi tym , ze tato trajektoria zacina v bode
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kde x¢ (0) predstavuje zaciatok nenabudeného pohybu .

Pohyb je potom stabilny v zmysle Ljapunova , ak pre kazda gulu G; so stredom v xq (t)
a s polomerom ¢ existuje taka gul'a G, so stredom v X, (0) a s polomerom & , ze tvoriaci bod vsetkych
trajektorii , za¢inajtcich na povrchu alebo vnutri gule G, ostava pre vsetky t > t, vnutri gule G .

Pre sustavu druhého radu (n=2) degeneruju gule na kruznice . Ak je nenebudeny pohyb vo
fazovej rovine reprezentovany singuldrnym bodom ateda nie je zavisly na Case , potom maju
trajektorie pohybu stabilného v zmysle Ljapunova tvar podla obr.a . Ak je pohyb asymptoticky
stabilny v zmysle Ljapunova , trajktorie maji tvar podla obr.b a pre pohyb nestabilny podla obr.c .
Pritom rovnice (2) nie su v substitunom tvare a preto trajektorie nemusia mat priebeh podla
pravidiel.






q

obr. ¢

Formulacia stability podla Ljapunova predstavuje postacujucu podmienku pre priestor
poruchovych vektorov q , ktord zaruCuje , Ze trajektorie nabudenych pohybov x4 (t) , odpovedajucich
vektorom q z danej gule G, nevybocia z vopred danej gule G; . V podstate sa jedna o formulaciu
podmienky existencie istej oblasti pripustnych hodnot vektora q .

Casto sa v tejto suvislosti hovori o podmienke stability v malom . Je viak moZna aj in4
formulacia tlohy o stabilite : Najst’ cell oblast’ koncovych bodov poruchovych vektorov q , pre ktoré
trajektorie nabudeného pohybu nevybocia z gule G, . Takato oblast’ v§ak zavisi na vol'be € a mozno ju
nabudeného pohybu budu stale vnitri gule G; . Takto formulovana uloha sa nieckedy oznacuje ako
hl'adanie podmienky stability vo velkom . Gula G, je Castou oblasti Se¢ a dotyka sa jej hrani¢nej
plochy vjednom bode , & pozdiz nejakej krivky , resp. G, a Se moézu byt aj totozné . Pre
dvojrozmernu ulohu je vySetrovanie stability vo velkom znazornené na obr.d .

Aj v pripade asymptotickej stability mozno postupovat podobnym sposobom hladd sa
najvacsia oblast’” S v priestore poruchovych vektorov q , ktora eSte zaruCuje asymptoticku stabilitu
vSetkych trajektorii x4 (t) . Takato oblast’ sa niekedy oznaCuje ako spadova oblast’ . Ak spadovou
oblast’ou je cely priestor poruchovych vektorov q , hovori sa o asymptotickej stabilite v celom .

obr. d



V pripade , Ze nabudeny pohyb X, (t) je funkciou Casu (nie je reprezentovany bodom) ,
potom sa aj stred gule G, (a s nim aj cela gul'a) pohybuje po trajektorii , odpovedajicej prislusne;
trajektorii nenabudeného pohybu . Pre uzavretu trajektoriu X, (t) st pomery Ty = T, zndzornené na
obr.e a pre Ty # Ty na obr.f . V prvom pripade sa jedna o pohyb stabilny v zmysle Ljapunova (ale nie
asymptoticky) , kdezto v druhom pripade o pohyb nestabilny .

Xy

obr. e

obr. f

Priama Ljapunova metéda vySetrovania stability

Zakladnou myslienkou priamej Ljapunovej metody je , Ze je mozné posudit’ stabilitu
pohybu sustavy aj bez znalosti celého priebehu jemu odpovedajicej trajektorie . Ljapunova metoda je
zovseobecnenim Lagrangeovho tvrdenia , Ze postacujucou podmienkou stability rovnovazneho stavu
Xg sUstavy je , aby celkova energia ststavy bola v tomto stave (odpoveda mu singularny bod stavového
priestoru) minimalna . V d’alSom budeme predpokladat’ , Ze vySetrovanym singularnym bodom je
pociatok suradnic . Ak tomu tak nie je , je potrebné urobit’ transformaciu

X=X —Xguoorrrennnn )]
K pochopeniu d’alSich tvah je nutné znalost’ niektorych pojmov : Funkcia

V(X) = V(X)X 5000y X)) )eeveeennenns (2)



je pozitivne (negativne) definitna , ak v okoli pociatku suradnic priestoru P[x, X5 ,..., Xu]
ma kladnu (zapornt1) hodnotu a v samotnom pociatku (a iba v ilom) mé hodnotu nulovil . Funkcia (2)
je poztivne (negativne) semidefinitna , ak ma nulova hodnotu aj v inych bodoch uvazovanej oblasti
nielen v pociatku a ak v ostatnych bodoch okolia pociatku nadobida kladnu (zapornil) hodnotu .
Indefinitna funkcia ma v uvazovanej oblasti aj kladné , aj zaporné hodnoty .

Podla Lagrangeovho tvrdenia klesa celkova energia sustavy pri pohybe smerom
k rovnovaznemu stavu sustavy , ak tento stav je stabilny . Ljapunov vlastne zovSeobecnil uvedené
tvrdenie .

Predpokladajme , Ze vySetrovana sustava je opisana rovnicami

dx,
% = fi(X, Xy 000y X, )i = 1,2, P 3)

potom Ljapunovymi funkciami budeme oznacovat’ pozitivne definitné funkcie typu (2) . Je
mozné urcit’ derivaciu podl'a casu .
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W(x)=
dt ox, dt Ox, dt ox, dt

a po zohladneni (3) je mozné pisat’

W(x)= dii(tf) = Zi: agf?)fl ()5 Xy geees X)) v (5)

Pociatok stradnic n-rozmerného stavového priestoru odpoveda stabilnému rovnovaznemu
stavu , ak v okoli pociatku je funkcia W(x) negativne definitnd , jedna sa o asymptoticku stabilitu . Ak
funkcia W(x) je negativne definitna v celom stavovom priestore , potom sa jedna o pripad
asymptotickej stability v celom . Geometricky vyznam takto definovanej asymptotickej stability je , Ze
fazové trajektorie musia v uvazovanom okoli pociatku pretinat’ plochy

V(x,,x,,..,x,) = C = konst.

smerom od vacsich hodnot C k hodnotam menSim .

Nevyhodou uvedenej metody je , Zze poskytuje iba postacujiice podmienky stability , t.j. ak
podmienky stability s splnené , potom uvazovany rovnovazny stav je urcite stabilny , ale z nesplnenia
tychto podmienok nevyplyva nutne nestabilita vySetrovaného rovnovazneho stavu . Nie je ani
zaruCené , Ze oblast’ stavového priestoru , v ktorom plati uvedend podmienka stability reprezentuje
celu skutocnu oblast’ stability (oblast’ stability vo vel’kom) . Stvisi to so skuto¢nostou , zZe vol'ba
Ljapunovej funkcie pre dana sustavu nie je jednoznaéna a ze niektoré funkcie reprezentuju prisnejsie ,
iné zas menej prisne podmienky stability . Dal3ou nevyhodou priamej Ljapunovej metody je , Ze
neposkytuje algoritmus , generovanej vhodnej Ljapunovej funkcie . Viacero autorov sa pokusilo
odstranit’ tato nevyhodu , ale zatial' sa podarilo najst’ algoritmy generovania iba pre urCité triedy
nelinearnych ststav .

Pre linedrnu ststavu druhého radu

V'+ayv'+a,y = 0., (7)

je kanonicky tvar opisujucich rovnic



dx

7; = X e (8)
dx,

? =—apx, —dgx,

Singularnym bodom je pociatok stradnic fazovej roviny . Pre hodnoty a; = 1, ap = 4 sa
jedna o stabilné ohnisko . Nuka sa moznost’ volit’ Ljapunovovou funkciou v tvare

Krivky konStantnych hodndt tejto funkcie st kruznice so stredom v pociatku , fazové
trajektorie ich vSak nepretinaji iba od hodnoét véacsich k hodnotdm mensim (obr.) . Ljapunova funkcia
podrla (9) bola zrejme nevhodne volend , jej derivacia podl'a ¢asu je vo vztahu (5)

dx

d
W(x)=2x, % +2x, 7; =2X,X, = 2a,X5 — 200X, Xy = eevrerrrrrrrnns (10)

_ 2
=-2x; —6x,x,

Tato funkcia je indefinitna , stabilitu singularneho bodu teda nie je mozné jednoznacne
posudit’ .

Pri vol'be inej Ljapunovej funkcie
V(X) = agx; +X3 = 4X] 4 X5 eeeeereeeeeererrenn (11)
ziskame jej derivaciu podla ¢asu
W(X) =2a,x,x, —2a,x —2a,x,x, = —-2a,x; =—-2x, (12)

ktora je v celej fazovej rovine negativne definitnd , jedna sa teda o asymptotickl stabilitu
v celom (obr.) .



K tomu istému vysledku nas dovedie aj vol'ba Ljapunovej funkcie v tvare :

2 2
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ay ay a,

ktorej derivacia podl'a ¢asu je :

W(X)=—2a,X> = 2% cooovvrerreereee (14)

Prislusné krivky konstantnych hodnét Ljapunovej funkcie su spolu sjednou fazovou
trajektoriou zndzornené na obr.
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