Metoda stavového priestoru

Podstata metddy stavového priestoru

Metoda stavového priestoru vychadza z geometrickej kvalitativnej teorie diferencialnych
rovnic , zalozenych na pracach francuzskeho matematika H.Poincaré . Tato metoda je pouzite'na pre
sustavy opisané sustavou kanonickych diferenénych rovnic (2) v kapitole Matematicky opis
nelinearnych sustav v ktorych funkcia g; s spojité a maju spojité derivacie . Po vhodnej modifikacii je
tato metoda pouzitelna aj pre sustavy , obsahujuce typické nelinearity .

Metodu stavového priestoru mozno pouzit' v§eobecne pre sustavu n kanonickych rovnic ,
z ktorych kazda odpoveda jednej suradnici stavového priestoru . Vzhl'adom k tomu , Ze sa metoda
opiera o geometricky nazor , je jej pouzitie pre rovnice prvého radu jednoduché . Hlavnou oblast’ou jej
aplikacie st ststavy druhého radu , je pouzitelnd pre sustavy treticho radu vyzaduje uz ale priestorové
geometrické konstrukcie , ale jej praktické pouzitie pre sustavy vysSSich radov nardza na znacné
tazkosti .

Ak je zadana sustava kanonickych diferencialnych rovnic
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a ak vietky spifiaju Lipschitzovu podmienku a podmienku spojitosti v okoli bodu
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potom v okoli tohto bodu existuje jediné riesenie
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sustavy rovnic (1) . Toto rieSenie urCuje v n-rozmernom stavovom priestore jednoznacnu
fazovu trajektoriu , prechadzajucu bodom

[, ()5 %, (g )seens X, (£g), u(2) 2 ]

Pre kazdy konkrétny Cas t sa dostava v tomto priestore zobrazovaci bod . Suhrn vSetkych
trajektorii vytvara fazovy portrét rieSenia sustavy . (U chaotickych systémov neexistuje fazovy portrét
ako jedna krivka , ale ako plocha tvorend nekoneénym poctom kriviek , pri¢om sa Ziadna neopakuje.)

Fazova trajektoria podava uplny obraz o jednom konkrétnom rieseni sustavy so zadanymi
pociatocnymi podmienkami aso zadanou vstupnou funkciou u(t) . Féazovy portrét rieSenia
vysetrovanej sustavy pre zadana vstupnt funkciu u(t) .

V d’alsom sa budeme zaoberat’ prevazne autondémnymi sustavami , pre ktoré v rovniciach
(1) medzi argumentami funkcii g; nevystupuje ani u(t) , ani explicitne vyjadreny cas t . (vstupna
veli¢ina je rovnd nule , ale nemusi byt , budenie stistavy sa robi vol'bou pociatocnych podmienok)

Fazové portréty sustav 1. radu

Predpokladajme diferencialnu rovnicu opisujucu ststavu prvého radu v tvare

%+H(v)=u0 ................... 1))

kde uy je konstanta .



Je mozné rovnicu (1) upravit’ do kanonického substitu¢ného tvaru pricom rovnica ma tvar
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Rovnica (4) nie je diferencialna v dosledku ¢oho fazovy portrét je tvoreny jedinou

trajektoriou , ktora opisuje prave tato rovnica .
Z rovnice (3) mozno odvodit’ vSeobecné vlastnosti faizového portrétu sustav prvého aj

druhého radu :

1) Rovnovaznemu stavu moze odpovedat’ iba bod na ose X, , nakol’ko rychlost’ zmeny x;
(ur¢ena suradnicou X, ) je tam nulova .

2) Pohyb po fazovej trajektorii v hornej polrovine (x, > 0) prebiecha vzdy zl'ava do prava
(dx; > 0) nakol’ko dt> 0 . V dolnej polrovine je pohyb vZdy sprava dol’ava .

3) Cas potrebny k prechodu z bodu M do bodu N je

N
d
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4) Ak body M a N lezia blizko seba , je mozné nahradit’ trajektoriu usekom priamky

X, =Xy = k(x; —xy) (6)
a podla (5) plati
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Ak bod N lezi na ose x; a pre smernicu aproximacnej priamky plati
—0<k<0 (8)
potom je At nekonecné . Iba pre k = -oo (trajektoria ma v bode N dotycnicu kolmu na os
X; ) moze byt’ At kone¢né .

Priklad
Nech v rovnici (1) ma nelinearna funkcia tvar

Hv)=Vv’ 9)

Ulohou je vysetrit’ fazovy portrét pre up = 1 . Rovnica trajektorie je podla (4)
X, =1-x]
a jej priebeh je na hornom obr. Bod (1,0) predstavuje stabilny rovnovazny stav , do ktorého
sa sustava dostane pri vol'be pociato¢nej podmienky
X, > -1
za nekone¢ne dlhy ¢as . Bod (-1,0) reprezentuje nestabilny rovnovazny stav .



Fazové portréty sustav druhého radu

Nazornost' geometrickych konstrukcii vo fazovej rovine predurcuje metdodu stavového
priestoru k pouzitiu pre stustavy druhého radu . Obvykle sa vySetruji autondémne sustavy (vstupna
veli¢ina je identicky nulova , budenie sustavy sa deje volbou pociatocnych podmienok) . V tomto
pripade maju rovnice tvar
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pricom x; je rovny vystupu sustavy . Diferencialna rovnica fazovych trajektorii sa ziska
predelenim rovnic (2) a (1)
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Pre fazovy portrét sustav 2.radu platia vSetky Styri vlastnosti , uvedené v predchadzajiicej
kapitole .

Metoda normal

Je vhodna pre konstrukciu jednotlivej trajektorie . Z rovnice (3 — smernica doty¢nice D) sa
uréi smernica normaly v bode (X0, X2 )
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Podrla toho je bod A na ose x; bodom normaly (nasl. obr.) . Smer vynasania hodnoty
f(X10 , X0 ) podl'a jej znamienka je vyznacena na obr.

Metoda izoklin

Je vhodna pre konstrukciu celého fazového portrétu . Ak sa zvoli konkrétna hodnota
k smernice doty¢nice k trajektorii , potom vzt'ah (3)

dx, _ S (x,x,) 3)
dt X,
udava rovnicu krivky zvanej izoklina . Na nej maju vSetky dotycCnice k trajetorii rovnaku
smernicu , dant zvolenou hodnotou k . Zostrojenim dostato¢ného poctu izoklin pre r6zne hodnoty k sa
ziska vo fazovej rovine siet’ doty¢nic , umoznujuca zakreslit' cely fazovy portrét . Nech je napr.
sustava opisana rovnicou

V'—w'—(v')* =0 (%)
a prislusny substitu¢ny kanonicky tvar je
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Rovnica izoklin je potom (zo vzt'ahu (6) podla (3)
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Izokliny su pre rézne hodnoty k zakreslené bodkociarkovane obr.l , plnou ciarou si
vykreslené trajektorie . Pre vol'bu pociatocnych podmienok v Srafovanej oblasti obr.2 je chovanie
sustavy stabilné .

Smer $ipok na trajektoriach (aj ich doty¢nice na izoklinach ) sa uruje podl'a vlastnosti 2 .
Trajektorie ani nie si potrebné , staci izokliny , na nich dotyc¢nice so Sipkami . Ku fazovému portrétu
smeruju trajektorie z oboch stran .

V pripade , Ze izokliny nie st priamky , pouzitie tejto metddy je pracnejsie . Pre Van Der
Polovu rovnicu je rovnica izoklin

a prislusny fazovy portrét je na obr. 3.18 .

___ N
1—k—x]
Casy prechodu po fazovych trajektérisch

®)

X,

Priamy vypocet ¢asu prechodu podl'a vztahu (5) kapitoly Fazové portréty ststav 1.radu
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je obvykle nemozny (ak nepozname rovnicu trajektorie v tvare x, =G(x; )) alebo vel'mi
obtazny .

Ak je mozné usek trajektérie aproximovat priamkou , potom doba prechodu po tomto
useku sa ur¢i podla vztahov
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Pre vodorovné priamkové tuseky je k= 0 a prislusné doba prechodu je

Rdx, 1
At:Mjlzg(XlN—le) .................... (9)

kde b je vzdialenost’ trajektorie od osi X; .



Casto sa usek trajektérie da nahradit’ Castou kruznice so stredom na ose x; . Rovnica
kruznice je

(x,—q)" +x; =R’ (10)

a po zohl'adneni transformacnych vztahov

X, = Rsing
X, —q=Rcosg (11)
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je hl'adana doba prechodu
N oN
dx
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V pripade aproximacie viacerymi usekmi kruznic sa doba prechodu ziska ako sucet
prislusnych stredovych uhlov nasl.obr.

At=t, —t, =a, +a, (13)

Singularne body rieSenia diferencialnej rovnice

V kanonickej sustave diferencialnych rovnic

dx
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moze pri vySetrovani fazovej trajektorie v priemetni (X , X; ) ,
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nastat’ pripad , Ze v niektorom bode fazového priestoru obe funkcie g; a g, limitujii sicasne
k nule . Hodnota smernice fazovej trajektorie je v tomto bode neurcitd a prislusny bod sa nazyva
singularny bod riesenia diferen¢nej rovnice . V ddsledku uvedenej skutocnosti neplati tvrdenie , Ze
singularnym bodom prechadza jedina trajektoria .

Pre kanonickil sustavu diferencidlnych rovnic v substitucnom tvare pre nelinearnu
autonomnu sustavu druhého radu
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sa urcia singularne body z podmienky
, =0 f(x,,x,)=0 (5)
Singularne body musia lezat’ na ose X, , o ich pocte a polohe na ose x; rozhoduje charakter

nelinearnej funkcie f . Pre nelinedrnu ststavu , opisanti rovnicami (3) a (4) mozno najst
charakteristickl rovnicu linearnej aproximacie podla vzt'ahu (3) z kapitoly 3.3.3

-p 1
2O (x,x5) (x5 xy)
of (x;,%,) U (x,%,), . = S——bras =0 (6
@fﬁj i (__gif;4“ng"p] PP s, sin o, fing =0 ()
kde

of (x,,x,)/ ofx,

i sing

je hodnota prislusnej parcialnej derivacie v singularnom bode , teda kazdému singularnemu
bodu prislucha vo v§eobecnosti ina charakteristicka rovnica .

Ak ani jeden z korenov nema nulovi realnu cast' , potom podla prvého Ljapunovoho
kritéria mozno posudit’ stabilitu prislusného rovnovazneho stavu dokonca aj charakter singularneho
bodu . Pritom fazovy portrét nelinedrnej sustavy ma tvar zhodny s portrétom prislusnej linearnej
nahrady iba v malom okoli singularneho bodu .

Vo vicsej vzdialenosti moze dojst k roznym deformaciam , aj ked typicky charakter
fazového portrétu ostava zachovany . Tak napr. trajektorie vzd’alujice sa od sedlového bodu sa sice
primykaju k asymptotam , ale tieto su zvécsa krivociare a nie priamkové . Podobne trajektorie okolo
stredu su sice uzavreté , ale nemusia byt stredovo , ani osovo sumerné . V pripade , Ze sa
v charakteristickej rovnici vyskytuje korein s nulovou redlnou castou , moze byt typ singularity
linearnej nahrady iny ako u povodnej ststavy .

V pripade Van de Polovej rovnice je substitu¢ny kanonicky tvar

dx dx
7;2)62;7;:(1—)612))62—)61 (7

a prislusna charakteristicka rovnica je podla (6)

p2 - (1 - xlz)singp - (2x1x2 _l)sing = 0 (8)

Jedinym singularnym bodom Van der Polovej rovnice je podla (5) bod x; = x, = 0
arovnica (8) nadobtida pren tvar

p’—p+1=0 (€))
Korene rovnice st 0,5 + 0,861 , teda pociatok fazovej roviny je nestabilnym ohniskom
(obr.dole) .
Typy fazovych trajektorii
Podl'a chovania trajektorie na jej zaciatku teda pre

Iim > ®:]imx. () (1)
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a v blizkosti konca , t.j. pre

Iim > ®:]imx. () (2)

t—0 t—w
mozu nastat’ rozne pripady

1) Bod trajektorie je pre medzné hodnoty Casu regularny (nesinguldrny) t.j. si splnené
podmienky jednoznacnosti rieSenia . Trajektorie tohto typu ,,prichaddzajii z nekonecna® ak je bod typu
(1) regularny a ,,pokracuju do nekonecna“ ak je regularny bod (2) , lebo v dosledku existencie —
jednoznacnosti rieSenia ma takato trajektéria v kazdom bode svoje pokraCovanie v smere kladnych aj
zépornych prirastkov Casu .

2) Bod trajektorie je pre jednu medzni hodnotu Casu (alebo pre obidve) singuldrnym
bodom , v ktorom neplati jednozna¢nost’ rieSenia . V tomto pripade zo singularneho bodu vychadza
alebo viniom koné¢i viacero trajektorii (v nestabilnom uzle , ¢i ohnisku kon¢i nekonecne vela
trajektorii, v sedlovom bode koncia aj zacinaju dve trajektorie — obr. dole) .

3) Trajektoria vytvara uzavreti Ciaru , neobsahujiicu singularne body . Prislucha jej
periodické rieSenie vySetrovanej diferencialnej rovnice . S mozné rozne alternativy .

a) Vsetky trajektorie v okoli vysSetrovanej uzavretej trajektorie su tiez uzavreté krivky .
(obr.a)

b) Vsetky trajektorie v okoli uvaZovanej uzavretej trajektorie krivky sa k nej Coraz viac
blizia — stabilny medzny cyklus (obr. b) .

¢) Vsetky trajektorie v okoli uvazovanej uzavretej trajektorie krivky sa od nej vzd’aluju —
nestabilny medzny cyklus (obr. ¢) .

d) Z vnutornej strany vySetrovanej trajektorie maji susedné trajektorie charakter podla
jedného z bodov 3 a.-c. a z vonkajSej strany podla niektorého iného z tychto bodov . Kombinacii je
viacero , v praxi najcastejSim je tzv. polostabilny medzny cyklu (obr. d — zvnutra stabilny , zvonka
nestabilny ) .



