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Predslov

Tieto navody na cvicenia z predmetu Teoria automatického riadenia boli vydané pre
posluchacov IV. roc¢nika vysokoskolského studia, odboru: Riadenie procesov ziskavania
a spracovania surovin, smer: Technologicky managemet, na Fakulte BERG, Technickej
univerzity v Kosiciach.

Cielom predkladaného textu je poskytnit posluchacovi navod na rieSenie uloh z ob-
lasti automatického riadenia. Obsah tychto cvic¢eni systematicky nadvézuje na prednasky
uvedeného predmetu a opiera sa o vedomosti ziskané v predmetoch Matematika, Mate-
matické zaklady automatizacie, Modelovania a simulacia procesov, Identifikacia systémov
a Riadenie technologickych procesov. Niektoré dalie potrebné informécie je mozné najst
aj v publikacidch uvedenych v zozname pouzitej literatury.

Obsah skript sa tyka tedrie linedrnych systémov (spojitych aj diskrétnych), neline-
arnych systémov (spojitych) a systémov s derividciami neceloc¢iselného radu. Napln je
rozdelena do trinastich cviceni a obsahuje riesené a neriesené ulohy z danej problema-
tiky. Skripta st iba tvodom do podrobnejsieho studia tejto problematiky a umoznuju
orientovat sa v problematike tedrie automatického riadenia.

Touto cestou chcem tiez podakovat Doc. Ing. Lubomirovi Dorc¢dkovi, CSc. a Ing.
Janovi Terpakovi, CSc. za precitanie rukopisu a lektorovanie tychto skrip a za ich cenné
rady a pripomienky.

Kosice, marec 2001 Autor



1 Zakladné pojmy v teorii automatického riadenia

1.1 Veli¢iny automatického riadenia

Zakladné veli¢iny pouzivané v automatickom riadeni uvadza Tab. ¢. 1:

Tab. ¢. 1: Velic¢iny automatického riadenia.

| Ndzov veli¢iny  Oznadenie |

ziadand hodnota w
regulacna odchylka,
riadiaca veli¢ina
akénéa veli¢ina
riadend veli¢ina
stavova veli¢ina
porucha

ISR IEN B <

Vsetky uvedené oznacenia veli¢in sa vyuzivaja pri popisoch regulacnych obvodov ako aj
samotnych regulatorov a regulovanych sustav.

Dalej stt uvedené niektoré dolezité pojmy, ktoré st nevyhnutné pre spravne pomeno-
vanie zariadeni pouzivanych v automatizacii a ¢innosti v nich vykonavanych.

Procesy predstavuju vnatorné vztahy v systéme, t.j. spdsob transformacie vstupov
do systému na vystupy. Cinnost je vysledok procesu, t.j. proces predstavuje realiziciu
¢innosti. Zakladné procesy su vykonné a riadiace [8, 15]:

e vykonné procesy - uskutoc¢nuji vykonni ¢innost. V technickych systémoch st to
hmotné transformécie a na ich uskutoc¢nenie je potrebna energia. Vykonné procesy
dalej delime na:

— technologické procesy - s vykonné procesy, v ktorych sa uskutoc¢nuje spraco-
vanie (transformécia vstupnych materidlov),

— wyrobné procesy - s vykonné procesy, v ktorych sa uskutoc¢nuje vyroba vy-
robkov, pozostavajica z technologickych a manipula¢nych procesov.

e riadiace procesy - zabezpecuju riadenie, t.j. uskuto¢novanie vykonnych procesov.
Nazyvaji sa tiez kybernetické. Uskutocnuju sa v nich riadiace ¢innosti.

Dalsimi dolezitymi pojmami st automatizicia a reguldcia. Pod automatizaciou roz-
umieme pouzivanie takych zariadeni, ktoré oslobodzuju ¢loveka nielen od fyzickej ale
aj dusSevnej riadiacej prace. Jednotlivé dielcie ¢innosti ¢iasto¢ne alebo uplne preberaju
automaty alebo pocitace. Reguldcia je udrziavanie urcenych veli¢in procesu na vopred
urcenych, najcastejsie na konstantnych hodnotach.

Zakladnou ulohou systémov riadenia je realizicia automatického riadenia vo forme
automatizovanych systémov riadenia technologickych procesov (ASRTP). ASRTP patri
medzi vyznamné oblasti aplikacie kybernetiky, ktora je jeho teoretickym zakladom. Vse-
obecnost tedrie automatického riadenia (TAR) umoziiuje vyvinat systémy riadenia pre
rozne objekty podla jednotlivych principov, bertic do uvahy zvlastnosti tychto objektov
len pri projektovani informacného systému a vstupu riadiacich akcii do objektu.



1.2 Spobsoby riadenia

V TAR rozlisujeme tri zakladné typy riadenia, ktoré sa vyuzivaja jednotlivo alebo vo
vzajomnej kombindcii pri tvorbe ASRTP. Patria sem [4, 5, 8]:

1. Dopredné riadenie:

vstup 4 vystup
Ovladacie .
R » —

zariadenie Objekt

Obr. 1: Dopredné riadenie.

Tento sposob otvoreného riadenia je zobrazeny na Obr. 1. Ziadana vystupna hod-
nota je privadzana do ovladacieho zariadenia, ktoré dopredu podla daného prog-
ramu nastavuje riadiacu veli¢inu objektu.

2. Kompenzacn€ riadenie:

porucha
| :
vstup vystup
Kompenzator Obiekt
(Regulétor) 7 )

Obr. 2: Kompenzac¢né riadenie.

Kompenzac¢ny sposob riadenia je zobrazeny na Obr. 2. Je to tiez otvoreny riadiaci
obvod. Ziadana vystupna hodnota je prividzana do kompenzatora, resp. regulatora,
ktory upravuje aj vzhladom na pdsobiacu poruchu riadiacu veli¢inu objektu. Toto
riadenie kompenzuje vplyv okolia na objekt.

3. Spdtnovizobné riadenie:

vstup vystup
——» Porovnanie Regulator Objekt

A 4
\4

A

Meranie <

Obr. 3: Spitnovizobné riadenie.

Uzavreté riadenie zobrazené na Obr. 3 je spitnovizobné. Ziadana hodnota je porovna-
vand s meranou skuto¢nou hodnotou. Na zaklade vzniknutého rozdielu (chyby) regulétor
upravuje riadiacu veli¢inu objektu.



1.3 Spéitnoviazobny regula¢ny obvod

V dalsom budeme pre nazornost pouzivat spitnovizobny tvar regula¢ného obvodu, ktory
je zobrazeny na Obr. 4.
l z

w e u y
% Regul ator —»@—» Slstava

Vo spéatnovidzobnom regulacnom obvode st na popis vyuzité procesné veli¢iny, ktoré
st uvedené v casti 1.1, v Tab. ¢. 1.

Do rozdielového ¢lena regulacného obvodu vstupuje ziadand hodnota w a skutoc¢na
riadend veli¢ina y. Vyslednym rozdielom je regula¢nd odchylka e, e = w — y. Regulacna
odchylka e vstupuje do regulatora, ktory na jej zaklade stanovi riadiacu veli¢inu u. Ria-
diaca velicina u a tiez poruchova veli¢ina z vstupuju do riadeného objektu. Pomocou
riadiacej veli¢iny u sa stanovuje ziadany vystup z objektu. Priamy zasah na objekte sa
vykonava tzv. akénou veli¢inou a, pre ktora plati: a = f(u). Vo viacerych pripadoch je
ziadanou hodnotou konstanta. Vtedy hovorime o regulacii na konstantn hodnotu. Tento
zakladny typ spatnovizobného riadenia sa niekedy nazyva aj stabilizdacia.

Priklad 1.1. Typickym jednoduchym prikladom na spitnovizobné riadenie moéze byt
napriklad vykurovanie rodinného domu. V takom pripade ide o regulaciu teploty vnitor-
ného prostredia. Teplota vnutornych priestorov je snimana teplomerom. Namerany udaj
je porovnavany s pozadovanou nastavenou teplotou a vzniknuty rozdiel je privedeny do
reguldtora. Regulator potom nastavuje riadiacu veli¢inu (napr. mnozstvo plynu v pripade
vykurovania plynom). Vykurovanie rodinného domu by sa dalo riesit aj programovym
riadenim alebo aj kompenzac¢nym riadenim.

A\ 4

Obr. 4: Spétnovizobny regulaény obvod.

Ulohy na samostatné cvicenie:
1. Popiste zakladné veli¢iny automatického riadenia.
2. Definujte proces a vymenujte zakladné procesy.

Co je to automatizécia ?

- W

Co je to regulacia ?

ot

Aké je zéakladnd tloha ASRTP a TAR 7
Vymenujte a popiste zakladné sposoby riadenia.

Nakreslite a popiste spatnovizobny regulacny obvod.

© N

Uvedte priklady na spitnovizobné riadenie.



2 Laplaceova transformacia

2.1 Definicia a vlastnosti Laplaceovej transformacie (LT)

Laplaceova transformdcia (LT) je typom integralnej transformécie a predstavuje matema-
ticky aparat, ktory zjednodusuje analyzu a syntézu regulacnych obvodov. Je definovana
nasledujicim vztahom (napr. [1, 4, 5, 6, 11], atd.):

Fip) = £{7()} = [ f@)eat 1)

Inverzna LT je definovana ako

f0) = £ MF@Y = 5 [ F@)erp )

271 Je—ico

kde p = r +iw je komplexné ¢islo a ¢ je konStanta zvolend tak, aby v polrovine Re(p) > ¢
nemala funkcia F'(p) ziadne singuldrne body.

Aby funkcia f(t) bola transformovatelnd do Laplaceovej oblasti p, musi vyhovovat
nasledujicej podmienke:

| 1wt < o,

kde r € (—o0,00) a t € (0,00).
Medzi zakladné vlastnosti LT patria:

1. Linearita a superpozicia:

2. Zmena meritka:

flat) = lF(B)

3. Posun v origindle:

flt—a) + e “F(p)
4. Posun v obraze:
e ™ft)y + F(p+a)
5. Konvolicia:
filt).fo(t) = Fi(p).Fa(p)
6. Derivovanie v obraze:
dF(p)
t.1(t = -
(1) -



7. Derivovanie podla inej premennej:

of(t,a) .  OF(p,a)
da ' da
8. Derivovanie v origindle:
d™ n n—1 n—2 ¢’ (n—1)
g fO = ) = p T f(0) =" (0) = f0)
9. Integrovanie v obraze:
1 o'}
S0 = [ Fod
P

10. Integrovanie podla inej premennej:

b1 bl
f(t,a)da / F(p,a)da
bo bO

11. Integrovanie v origindle:

1
/.../f(t)dt" = —F(p)
— p
n—Kkréat
12. Veta o pociatocnej hodnote:
lim f(t) = lim pF(p)
13. Veta o konecnej hodnote':
lim f(t) <+ limpF(p)
t—o0 p—0

2.2 Vypocet LT integrovanim

Vypocet integrovanim je mozné realizovat vyuzitim vztahu (1) pre priamu LT. Ziskané
urc¢ité integraly potom riesime priamo alebo pomocou metédy per partes, pretoze jadrom
LT je exponencidlna funkcia e”.

Priklad 2.1. Vypocitajte LT funkcie pu(t—a), (posunuty jednotkovy skok). S vyuzitim
defini¢ného vztahu (1) alebo vlastnosti 3, dostdvame nasledujici integral:

o0 o0 1 <1
= a)} = [Tt —aerar= [ e—mdt:[_;e—m] = Lo

ITto vetu nie je mozné pouzif v pripade ak polyném v menovateli funkcie F(p) m4 kladné korene
(pdly), to znamend, Ze ide o nestabilny systém.



Priklad 2.2. Vypocitajte LT funkcie f(t) = cos(wt). S vyuzitim definiéného vztahu
(1) a Eulerovych vztahov (pozri Prilohu 3), dostavame nasledujiici integral:

L{cos(wt)} = /0 cos(wt)e Pidt = 5/0 (et + e e Pdt =

— = / (ezwt—pt + e—zwt—pt)dt — = / (ezwt—pt)dt + = / (_ezwt—pt)dt —
2 2 Jo 2 Jo

0
1 [etlw=p) 17 1 [et(—iw=p)]> 1 1 1 1
+§ —iw—1p _§iw—p+§z’w+p_

2

w—=p ], —lw —p],

1 1 1 L =2p p
S 2\iw4p w—p) 22w —p2 w24 p?

Tato tlohu je mozné vyriesit aj pomocou metddy integrovania per partes.

2.3 Vypocet LT cez transformacny slovnik

Vi¢sinu funkeii pouzivanych v TAR je mozné previest do Laplaceovej oblasti priamo
pomocou transformac¢ného slovnika, ktory je uvedeny v Prilohe 1. Niektoré zlozitejsie
funkcie sa daju rozlozit alebo zjednodusit pomocou znamych vztahov a potom previest
do oblasti Laplaceovych obrazov.

Priklad 2.3. Vypocitajte LT funkcie f(¢) = sin(wt). S vyuzitim transformac¢ného
slovnika a Eulerovych vztahov (pozri Prilohu 3), dostavame vztah:

— _ 1 iwt —dwt) __ 1 iwt 1 —iwt
F(t) = sinut) = - (¢4 - et = Lot L
LT potom uréime pomocou transformac¢ného slovnika (pozri Prilohu 1) pre funkciu e=*
ako
1 1 1 1 1
L{sin(wt)} = l

_Zp—iw_ﬂpﬂ%w:ﬂ

1 1 W
p—iw pHiw| p*+w?

2.4 Vypocet inverznej LT

Pri rieseni problémov je potrebna moznost spitného prechodu od obrazu k originalu
funkcie. Tato operécia sa spravidla robi vyhladavanim v Laplaceovom transformac¢nom
slovniku. Casto je potrebné urobif urcité tpravy funkcie ako je to ilustrované na nasle-
dujtcom priklade [7].

Priklad 2.4. Urcte inverzni LT funkcie F/(p) = -5 —

slovnika. Upravou zlomku dostavame nasledujici tvar:

s vyuzitim transformacného

p
Flp)=———
podla vety o posunuti potom dostavame: F'(p + 1) = z%

Tento vyraz je pomocou transformac¢ného slovnika upraveny na tvar:

e ' f(t) = cos (2t) + %sin (2t)



odkial potom dostavame inverzni transforméciu funkcie v tvare:

ft)y=¢' (cos (2t) + %sin (215))

V niektorych pripadoch je Laplaceov obraz funkcie zlozity a inverzna transformécia
sa neda urobit priamo. Ak funkcia ma tvar:

R(p)  ap"+a1p" '+ ... +ap+a
Q)  pIHbyapTt 4.+ bip+ b

kde R(p) a Q(p) st polynémy premennej p, pricom Q(p) je vysSieho stupna ako R(p),
(¢ > r), potom sa da rozlozit na parcidlne zlomky. Laplaceova transformécia moze byt
potom vyjadrend ako rad parcidlnych zlomkov. V pripade jednoduchych pélov je pocet
zlomkov rovny ¢, ktoré su vyjadrené ako
Bo)_ A | A A
Qlp) p—p pP—p P—Dq
Inverziou kazdého ¢lena pravej strany dostaneme origindl transformovanej funkcie f(t).
Tato metdda sa da vyhodne pouzit vtedy, ak ma menovatel jednoduché pély. V pri-
pade viacnasobnych pélov a komplexne zdruzenych pélov je vipocet velmi zdlhavy a na-
roény. V takychto pripadoch je vyhodné pouzit iné metédy vypoctu koeficientov (pozri
napr. [2, 1, 4, 5, 7], atd.).

F(p) =

F(p) =

Priklad 2.5. Urcte inverzni LT funkcie F(p) = mf%)fpm s vyuzitim rozkladu na
parcialne zlomky. Upravou zlomku dostdvame nasledujtici tvar:
p+ 2 A1 A2 Ag
F(p) =

=14
plp+1)(p+3) p p+1 p+3

Roznasobenim a porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach potom pre koeficienty
Ay, Ay a Az dostavame:

A1 = DF ()]s = [(

p+2 ] 2
p=0

+Dp+3)],, 3
p+2 1
Ay = 1 _
e s
p+2 1
M=o+ DFOa= [25] ——f
p(p+1 p=—3 6
Inverzné Laplaceova transformacia potom je: f(t) = 2 — g% — e

Ulohy na samostatné cvicenie:

1. S vyuzitim vztahu pre priamu LT, Eulerovych vztahov a metédy per partes uréte
obrazy ¢asovych funkcii f(t): = { §(t), u(t), t, t*, e, sin(wt), cos(wt) }.

2. Dokazte platnost vety o linearite LT na funkcii f(t) = 3t + 2~

3. Urcte inverzna LT k funkcii F'(p) = 1% + ﬁ + 1%'



3 Analytické modely spojitych systémov

3.1 Matematické modely dynamickych systémov

Pri tvorbe matematickych modelov dynamickych systémov sa obmedzime iba na kyberne-
tické modely. Tento makropristup Studuje chovanie systému z hladiska vstupu a vystupu.
Tieto modely sa daji popisat pomocou linearnych diferencialnych rovnic s konstantnymi
koeficientmi. Vseobecny tvar takejto diferencidlnej rovnice sa da zapisat ako

any(”) (t) 4+ aly/(t) + aoy(t) = bmu(m) (t) +...+ blu/ (t) + bou(t)a (3)

kde u(t) je vstup do systému a y(t) je vystup zo systému.
Pre nazornost budeme dalej uvazovat matematické modely popisané diferencidlnymi
rovnicami prvého radu (jednokapacitné sustavy) v tvare:

ary (t) + aoy(t) = u(t) (4)

a matematické modely popisané diferencidlnymi rovnicami druhého radu (dvojkapacitné
stistavy) v tvare:
asy’ (1) + ary (1) + aoy(t) = u(t) (5)
Matematické modely vyssich radov budu tiez spomenuté ale nebudu riesené.
Laplaceovou transforméciou diferencidlnej rovnice (3) a naslednou tipravou dostaneme
prenosovi funkciu systému, ktort moézeme zapisat ako

Y(p) bup™+...+bip+by

F(p) = = (6)

Ulp) app™+...4+a1p+ag

Diferencialnej rovnici prvého radu (4) zodpovedd prenosova funkcia ststavy

Fi(p) = ﬁ (7)

a diferencidlnej rovnici druhého radu (5) zodpoveda prenosova funkcia sustavy

1

F, =
(p) asp? + a1p + ag

(8)
V pripade ak matematicky model ststavy neméa prenosoviu zlozku agy, potom hovorime
o astatickej sustave. Jednoduchym prikladom moze byt nadoba bez vytoku. Prenosova
funkcia takejto stistavy ma tvar: F(p) = 1/p. Je to integrator. Dalsim pripadom je napri-
klad satelitnd anténa. Prenosovéa funkcia ma tvar: F(p) = 1/p?. Ide o dvojity integréitor.

Dalsim pouzivanym sposobom vyjadrenia matematického modelu je zapis v stavovom
priestore. Pri tomto vyjadreni sa vyuzivaju stavové premenné systému. Linearny systém
s kone¢nou dimenziou n sa da zapisat ako

dzsft) = A z(t) + B u(t),
y(t) = Ca(), t>0, (9)

pre z(0) = xy, pricom A, B, C st matice a kde z(t) je stavovd premenna. Tento zapis
zohladhuje poznatky aj o vnitornej Struktire systému.



3.2 Klasické metody rieSenia diferencialnych rovnic
Z matematického hladiska je diferencidlna rovnica (3) nehomogénna diferencialna rovnica,
ktorej riesenim je stucet:
y(t) = yn(t) + yn(t),

kde y;(t) je rieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice (prechodova zlozka) a y,(t) je par-
tikuldrne rieSenie (prenosova zlozka). Aby bolo mozné riesit takito diferencidlnu rovnicu,
musia byt zadané aj podiatocné podmienky y(0) a y'(0).

Uvazujme vSeobecny pripad diferencidlnej rovnice druhého radu (5). RieSenie ndjdeme

tak, ze najprv vyriesime homogénnu diferencidlnu rovnicu a potom najdeme partikularne
rieSenia podla typu pravej strany. Homogénna diferencidlna rovnica mé tvar

’

azy (t) + a1y () + aoy(t) = 0

Charakteristicka rovnica diferencialnej rovnice potom je
asr? + air +ag =0

Korene charakteristickej rovnice sa daji najst podla vzorca:

—alj:\/ﬁ

D= a? — 4@2@0
2&2

T2 =

Poznamka: Aby bol systém fyzikédlne realizovatelny, musi byt splnena nasledujica pod-
mienka:
ar, >0 AN a1 >0 A ag>0.

Podla hodnoty diskriminantu D mozeme dostat nasledujice tvary rieSenia y(t) homo-
génnej differencialnej rovnice:

1. D>0: yh(t) = C’le”t + 026r2t,
2. D=0:y,(t) = Cit%" + Cyt'e™,
3. D < 0:y,(t) = el (O cos(Im(ry)t) + Cysin(Im(ry)t)).

Partikularne rieSenia y,(¢) sa vo v8eobecnosti hladaji pomocou Wronského determi-
nantu. Pre niektoré jednoduché pripady funkcii na pravej strane, pouzivanych v TAR, je
mozné najst partikularne rieSenia aj jednoduchsim spésobom. Napriklad ak prava strana
diferencialnej rovnice méa tvar:

u(t) = e[ Pi(t)cos(Bt) + Py(t)sin(Bt)],
vtedy partikularne riesenie dostaneme pomocou vzorca
Yn(t) = tFe™[ Ry (t)cos(Bt) + Ry(t)sin(Bt)],

kde R;(t) a Ry(t) st mnoho¢leny takého stupia, ako je vy$si zo stupiiov mnohoc¢lenov
Pi(t) a Py(t) a ¢islo k vyjadruje nasobnost korena « 4 i3 charakteristickej rovnice.
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Ak je na pravej strane diferencialnej rovnice konstanta K, potom je mozné rieSenie
najst spéosobom, ktory je uvedeny v nasledujicom priklade.
Priklad 3.1. Analyticky najdite riesenie nasledujicej differencialnej rovnice

Y (1) +3y (1) +2y(t) = 1

pre nulové pociatoéné podmienky: y(0) = 0,y (0) = 0.

Charakteristick4 rovnica je: r24-3r+2 = 0. Diskriminant D > 0, korene charakteristic-
kej rovnice sti: r; = —1 a 1y = —2 (stabilnd ststava). RieSenie homogénnej diferencidlnej
rovinice ma potom tvar:

yn(t) = Cre " + Coe™

V pripade ak u(t) = 1, analytickym riesenim diferencialnej rovnice je prechodova charak-
teristika a y,(t) = K. Dosadenim do diferenciélnej rovnice dostavame 0+ 3.0 +2.K =1
= K =1/2 =0.5. RieSenie diferencidlnej rovnice potom je

y(t) = Cre " + Coe ™ + 0.5

Konstanty € a Cy ur¢ime z pociatoénych podmienok. Zderivujeme analytické rieSenie

podla ¢, dostaneme ' (t) = —Cie* — 2Cye~?". Dosadime pociatoéné podmienky a do-
stavame sustavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych. VyrieSenim tejto ststavy ziskame
konstanty C; = —1 a Cy = 0.5. Hladané analytické rieSenie (prechodové charakteristika

ststavy) nehomogénnej diferenciélnej rovnice ma vysledny tvar:
y(t) = —e "+ 0.5 + 0.5 =0.5(1 — e *)?

Pre t =0, y(0) =0 a pre t = oo je prenosova zlozka y(oo) = 0.5.

3.3 RieSenia diferencialnych rovnic pomocou LT

Diferencialne rovnice je mozné riesit aj pomocou LT. Ide o silny matematicky nastroj,
kde sa diferencialne rovnice s pociato¢nymi podmienkami transformuja do oblasti Lap-
laceovych obrazov ako algebraické rovnice. VyrieSenim algebraickych rovnic a inverznou
LT je potom mozné najst original rieSenia v ¢asovej oblasti.

Priklad 3.2. Pomocou LT n&jdite riesenie diferencidlnej rovnice

Y (1) + 4y () + 3y(t) = 2u(?),

pre pociatoténé podmienky: 3(0) = 1, ' (0) = 0 a kde u(t) = pu(t), (jednotkovy skok).
Aplikovanim LT na jednotlivé ¢leny diferencidlnej rovnice dostaneme vyraz

[P*Y (p) — py(0) — ¥ (0)] + 4[pY (p) — y(0)] + 3Y (p) = 2U(p)

V pripade posobenia jednotkového skoku na vstup je U(p) = 1—12. Dosadenim pociato¢nych
podmienok a LT jednotkového skoku potom dostavame

Y(p)[p2+4p+31—[p+41=§

11



Upravou a rozlozenim polynému dostavame

p+4 2 p+4 2

Y(p) = + =

TP Aapt3 P+ p+3) prD)p+3) e+ Dp+3)

Rozkladom na parcidlne zlomky a porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach
dostaneme nasledujiice vyjadrenie

32, —1/2]+l( ~1 1/3 1+%

p+1) e+ o) e+ e

Y@wzh

Pomocou Laplaceovho transformac¢ného slovnika ndjdeme k jednotlivym obrazom origi-
naly funkcii. Vysledné analytické riesenie diferencidlnej rovnice je

3 1 1 2
y(t) = [iet — §e3t] + [—et + geﬂ +3

Pre ¢ = oo prechodova zlozka zanikd a prenosova zlozka je y(oco) = 2/3.

Ulohy na samostatné cvicenie:
1. Vysvetlite ¢o st to pociatocné podmienky diferencidlnych rovnic.
2. Najdite riesenie diferencialnej rovnice prvého radu
y (1) +2y(t) = 4
pre nulové pociato¢né podmienky.
3. Pomocou klasickych metéd aj pomocou LT rieste diferencialnu rovnicu:
y' (1) + 6y (1) + 13y(t) = u(t)
pre nulové pociatoéné podmienky ak u(t) = 0(t) a ak u(t) = pu(t).
4. Pomocou klasickych metéd aj pomocou LT rieste diferencialnu rovnicu:
9" (1) — 6y (t) +y(t) =0
pre nulové pociatoéné podmienky a tiez pre podmienky: 4(0) = 3 a 3 (0) = 0.
5. Pomocou metdd LT néajdite analytické rieSenia nasledujtcej diferencidlnej rovnice
4y (8) + 8y (1) + 5y(t) = €
pre nulové podiatoéné podmienky a pre podmienky 3(0) = 1 a 3’ (0) = 0.

6. Pomocou metdd LT rieste integralno-diferencialnu rovnicu

y'(t) + 6y(t) + 9/y(t)dt =1

pre nulové pociato¢né podmienky.
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4 Identifikacia spojitych systémov

Hlavnou tlohou identifikacie systému je vySetrenie dynamickych vlastnosti systému a sta-
novenie jeho matematického modelu experimentalnym postupom. Pomocou testovacich
signalov pdsobime na systém a zaznamenévame jeho odozvu. Vyhodnocovanim namera-
nych signalov potom urc¢ime model systému.

V dalsich castiach st popisané dve jednoduché metédy identifikicie dynamickych sys-
témov. Prva metéda je vhodna pre jednoduché systémy (napr. jednokapacitné). Druht
metédu mozeme pouzit aj pre zlozitejsiu Struktiru matematického modelu (napr. dvojka-
pacitni sustavu). Obidva uvedené metédy vychadzaji z odozvy nenabudeného systému
na jednotkovy skok, t.j. z prechodovych charakteristik.

4.1 Metoda vyhodnocovania prechodovych charakteristik

Pri vyhodnocovani prechodovych charakteristik sa vychadza z toho, Ze meranim zistime
odozvu y(t) systému na skokovii zmenu vstupného signalu u(t) o znamej velkosti. Systém
musi byt pred zmenou v ustalenom stave.

Identifikacia systémov 0-tého radu:
Takyto systém (proporcionélny) je mozné popisat rovnicou v tvare

y(t) = Ku(?)
V takomto pripade systém predstavuje dynamicky ¢len bez oneskorenia (0-tého radu)
a parameter (zosilnenie) systému sa stanovi z rozdielu ustalenych hodnot ako
y(t) _ Ay

Cu(t) Au

Identifikacia systémov 1-tého radu:
Takyto dynamicky systém (jednokapacitny) je mozné popisat diferencidlnou rovnicou
v tvare

Ty'(t) +y(t) = Ku(t)

Analytické riesenie takejto diferencialnej rovnice pri skokovej zmene vstupnej veli¢iny
o Au bude:

y(t) = KAu (1 — 6_%) , (10)
kde pre K plati:
Ay
K=—
Au

Casovii kongtantu T mozeme urcit tak, ze do vzfahu (10) dosadime za t = T. Potom
dostaneme

y(t) = KAu(l —e™') = 0.632K Au = 0.632Ay
Pre hodnotu 0.632Ay (vid Obr. 5) bude ¢asova konstanta dana vztahom

t t
T:KZuz_ln (1_BM)

KAu

13



Obr. 5: Prechodova charakteristika.

7 identifikovanych parametrov 7" a K je mozné jednoduchou tpravou ziskat koeficienty

a1 a ag pre diferencidlnu rovnicu v tvare (4). Pre koeficienty plati vzfah: a; = £ a ag = +.

Identifikacia systémov n-tého radu:
Pri identifikécii systémov druhého rddu mozeme na stanovenie ¢asovych konstant dife-
rencialnej rovnice vyuzit dobu nabehu 7, a dobu prietahu T,. Podla existujtcich vztahov
je potom mozné stanovit parametre as, a; a ag diferencidlnej rovnice (5).

Pre diferencialne rovnice radu, n > 2 nie je mozné explicitne vyjadrit ¢asové konstanty
z nameranej prechodovej charakteristiky, ale musime pouzit priblizné metédy [12] (napr.
aproximdcia prechodovej charakteristiky ststavou druhého radu).

4.2 Metoda postupnej integracie

Tato identifika¢na metoda je vhodna aj na urcovanie parametrov modelov vyssich radov
a umoznuje aproximovat aj odozvy na iny vstupny signal ako je jednotkovy skok.

Ako priklad je uvedeny postup pre stanovenie koeficientov as, a; a ay diferencidlnej
rovnice (5). Predpokladajme, Ze vstupnym signdlom bol jednotkovy skok u(t) = pu(t) = 1,
celkovy ¢as merania odozvy bol T a systém bol v nenabudenom stave (nulové pociatoéné
podmienky). Pre koeficienty matematického modelu potom plati:

) = a9y =——=— preu(t) =1 (11)

Na stanovenie parametrov a, a a; je potrebné vypocitat prvi a druht integralnu krivku.
Pre parameter a; plati vztah, ktory ziskame integrovanim diferencidlnej rovnice (5).

1 Qo

T [ [ utwar— [ Tu(t)dt] = s [Tt pre () = 1 (12

a| =
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DalSou integraciou a naslednou tpravou dostavame vztah pre vypocet parametra as
v tvare:

as = ﬁ [/OT /tT a(t)dt* — ag /UT /tT g(t)dt* + ay /ng(t)dt] pre u(t) =1,  (13)

kde g(t) = y(T) — y(t) a a(t) = w(T) — u(t).

Podobnym spdsobom by bolo mozné najst vztahy aj pre koeficienty diferencialnej
rovnice vys$§ieho radu ako 2. Vzhladom na numericki integra¢nit metédu (napr. lichobez-
nikovd metdda), ktort budeme pouzivat na experimentalne spracovanie dat, je potrebné
zvazit maximalny rad matematického modelu, pretoze chyba pri vypocéte potom rastie
nad prijatelna hranicu.

Ulohy na samostatné cvicenie:

1. Pomocou metédy vyhodnocovania prechodovych charakteristik urcte parametre a;
a ag diferencidlnej rovnice prvého radu (4), ak namerana prechodova charakteristika
systému je zobrazend na Obr. 6.

Obr. 6: Namerana prechodova charakteristika.

2. Pomocou metddy postupnej integracie urcte parametre as, a; a ag diferencidlnej
rovnice druhého radu (5), ak pri pésobeni jednotkového skoku na vstup systému,
boli pre ¢as T = 6[s] namerané hodnoty vystupného signélu, ktoré st uvedené
v Tab. ¢. 2. Pred meranim bol systém v nenabudenom stave.

Tab. ¢. 2: Experimentalne namerané data.

i | 1 [ 2 [ 3] 4|56 [ 7] 8] 9 ][10]11]12)]
| % 10.260.62 [1.26 | 1.50 | 1.67 | 1.80 [ 1.88 | 1.94 | 1.97 [ 1.99 [ 2.00 | 2.00 |

Na numerické integrovanie pouzite lichobeznikovii metédu integrovania, pre ktoru
plati:

T N—-1
/ y(t)dt ~ (ﬁ + D i+ y—N> h,
0 2 o 2

pre N =T/h, kde h je ¢asovy krok vypocétu a N je poc¢et nameranych vzoriek.
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5 Modelovanie spojitych systémov cez SIPRO

SIPRO je jednoduchy ale vyhovujici simula¢ny program. Pre tcely predmetu TAR je
mozné vyuzit ho na simulaciu a vySetrovanie niektorych vlastnosti regulovanych ststav
ale aj regula¢nych obvodov. Modelovanie spojitych systémov je mozné urobit pomocou
metody znizovania radu derivacie alebo cez definované prenosové bloky.

5.1 Metoda znizovania radu derivacie

Tento pristup je ukdzany na priklade modelovania a simuldcie dvojkapacitnej ststavy,
ktort mozeme popisat diferencidlnou rovnicou druhého radu (5). Z tejto diferencidlne;
rovnice vyjadrime najvyssiu deriviciu, pricom dostavame rovnicu v tvare [2]:

y” (t) — [u(t) — aOyC(]Z) B aly/(t)]

Thato rovnicu mdzeme namodelovat pomocou zosilliovac¢ov, konstant, suméatorov a nésled-
nym dvojnasobnym integrovanim ziskame analytické rieSenie y(t).

Blokova schéma namodelovanej diferencidlnej rovnice (5) je zobrazend na Obr. 7.
Pociatoéné podmienky st zadané v y'(0) a y(0). Budiaca funkcia wu(t) je pre pripad

Ju® 1/a, y'(0) y(0)
KON — SUM SUM zes YO Nt YO N YO
1 2 3 4 5 6
a,
ZES
7 - a,
ZES

Obr. 7: Blokova schéma pre STPRO.

jednotkového skoku zadana v bloku ¢. 1 ako KON=1. Prechodovt charakteristiku ziskame
ako vystup z bloku ¢. 6 v podobe grafu alebo tabulky vypocitanych hodnot pre zadany
cas simulécie a krok rieSenia.

5.2 Modelovanie cez prenosové bloky

Téato metéda modelovania je jednoduchsia na zadavanie blokov a parametrov do SIPRA.
Vyzaduje aby bol znamy obrazovy prenos modelovaného dynamického systému. Diferen-
cialnej rovnici druhého radu (5) zodpoveda prenosova funkcia v tvare:

1
asp? + a1p + ag

F(p) =
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Tento prenos mdzeme v zavislosti od korenov v menovateli namodelovat pomocou blokov
SET alebo KMI. Tvar prenosovych blokov je zobrazeny na Obr. 8. Jednotlivé bloky pou-

:___________________7 r— " "">">">">"">"°*>"*"*>"*”"”"”W”~”"”/”"”/"”= 1
P |

|

L U(p) . Y@ Uk . . Yo

| — | [

: (TO.p) 2+2.ksi.TO.p+1 | Tlp+1 T2p+1 !

| | |

___________________ _ .

(a) KMI blok (b) SET bloky

Obr. 8: Modelovanie cez prenosové funkcie.

zivame podla hodnoty diskriminantu charakteristickej rovnice. Pre D > 0 vyuZijeme dva
SET bloky na zéklade rozkladu charakteristickej rovnice na siucin korenovych ¢initelov:

Flo) 1 1 1 —ay £ \/a? — dasay
p =

= — , kde p1o, =
agp? +arp+ay  az (p—p1)(p — p2) b 2a,

Upravou potom dostévame
1 1 1 1
pip2 (—p+1)(—5p+ 1) pipe (TLip+1)(Tlp+1)

F(p) =

Tento prenos bude modelovany cez dva SET bloky a jeden blok KON so vstupnou hod-
notou u(t) = 1/(p1p2).

Pre D < 0 vyuzijeme ako zdkladny blok KMI, pre ktory musime F(p) upravit na
Standardizovany tvar pre SIPRO.

1 L L
F(p) = = "
P ot BRI [(JERP T 2ame Ep ]

Vstupom do KMI bloku potom budiu konstanty: 70 = \/;T—z a ksi = 2\/‘;127% a vstupom do
bloku KON bude u(t) = 1/ay.

i u(t) i TO l ksi LO iO
KON | | KM | DER | YO | DER | v®
1 2 3 4

y(@®
Obr. 9: Blokova schéma pre SIPRO.

Blokova schéma namodelovanej diferenciélnej rovnice (5) cez prenosové bloky je zo-
brazena na Obr. 9.
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Prechodoviu charakteristiku ziskame ako vystup z bloku ¢. 2 v podobe grafu alebo
tabulky vypocitanych hodnot pre zadany ¢as simulécie a krok rieSenia.

Priklad 5.1. Namodelujte diferencialnu rovnicu druhého radu pomocou metédy pre-
nosovych blokov. Diferencidlna rovnica ma tvar:

0.7414y" (t) 4+ 0.2313y (t) + 1 = u(t)

ak vstupom u(t) je jednotkovy skok a pociatoéné podmienky st nulové.

Na modelovanie vyuzijeme blokovi schému zobrazenii na Obr. 9, pretoze diskriminat
charakteristickej rovnice je D < 0. Charakteristickd rovnica ma komplexne zdruzené
korene p; 5 = —1.55598 £ 1.150857. Konstanty pre KMI blok budi:

70 =0.8610, ksi=0.1343,

a hodnota bloku KON bude rovna 1.
Na modelovanie spitnoviizobného regulacného obvodu moézeme vyuzit prenosové
bloky a zostavit blokovi schému, ktora je zobrazena na Obr. 10.

. u(t) | TO |k
KON SUM PID | KMI(SET) | ¥
1 2 3 4
-1
ZES |
5

Obr. 10: Blokova schéma pre SIPRO.

Regulovana ststava moze byt modelovana cez KMI alebo SET bloky a regulator
moze byt modelovany cez prenosovy blok PID alebo pre jednotlivé partikularne pripady
regulatora cez prenosové bloky PDR a PIR, atd. Pri zaddvani parametrov regulatora je
potrebné upravit konstanty na Standardizovany tvar pre SIPRO.

Ulohy na samostatné cvicenie:

1. Namodelujte diferencidlnu rovnicu prvého radu pomocou metdédy znizovania radu
derivacie a pomocou prenosovych blokov,

y () +2y(t) =4
pre nulové pociato¢né podmienky a najdite jej analytické rieSenie.
2. Namodelujte diferencialnu rovnicu druhého radu a najdite je analytické rieSenie

pomocou metddy znizovania radu derivacie a pomocou prenosovych blokov,

y' (1) + 6y () + 13y (t) = u(t)

pre nulové pociato¢né podmienky ak u(t) = u(t).
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6 VysSetrovanie charakteristik spojitych systémov

Dynamické vlastnosti sledovaného systému je mozné vyjadrit aj graficky, a to v tvare roz-
nych charakteristik. Tieto charakteristiky sa daju stanovit z diferencialnej rovnice resp.
prenosovej funkcie vypoc¢tom alebo ich mézeme urcovat experimentalne, vybudenim sys-
tému z jeho rovnovazneho stavu aplikiciou definovaného signalu u(t) na vstup systému.
Najcastejsie sa umelo vyvolava zmena vstupnej veli¢iny vo forme skoku, impulzu alebo
harmonicky premenného signalu. Pre vystupna veli¢inu zo sustavy potom dostavame
funkény vztah, ktorého grafické znazornenie je prechodova, impulzova alebo frekvencna
charakteristika. V technickej praxi sa na vysSetrovanie dynamickych vlastnosti este pou-
zivaji vstupné veli¢iny vo forme rampovej funkcie a ndhodného vstupného signalu (biely
Sum).

6.1 VysSetrovanie impulzovych a prechodovych charakteristik

Impulzové funkcia je odozva nenabudenej ststavy (pri nulovych pociatoénych podmien-
kach) na Diracov (jednotkovy) impulz privedeny na jej vstup (u(t) = d(t)). Grafickym
znazornenim ¢asového priebehu impulzovej funkcie dostavame impulzova charakteristiku.

Pretoze Laplaceov obraz jednotkového impulzu je rovny jednej, tak impulzova fun-
kciu dostavame priamo z obrazového prenosu pouzitim spitnej Laplaceovej transforma-
cie. Takze obrazovy prenos systému je sticasne Laplaceovym obrazom impulzovej funkcie.
Prechodové charakteristika je integralom impulzovej charakteristiky podla ¢asu a opacne.
Ak je znama jedna z uvedenych charakteristik, potom druht je mozné vypocitat integ-
rovanim resp. derivovanim podla ¢asu [1, 4, 5]:

¢ d
yprech(t) = /0 yimp(T)dTa resp. yzmp(t) = % yprech(t)

Pretoze sa impulzova charakteristika priamo meranim ziskava tazko, v tedrii automatic-
kého riadenia ju ur¢ujeme vypoctom. Pre teoretické ucely je velmi vyhodnym matematic-
kym modelom, lebo je jadrom integralu konvolicie, umoznujiceho urcit v ¢asovej oblasti
odozvu systému na Iubovolny vstupny signal.

Prechodova funkcia je definovana ako odozva, t.j. ¢asovy priebeh vystupnej veli¢iny
y(t) nenabudenej ststavy, ak na vstup ststavy zacne pdsobit jednotkovy skok, (u(t) =
p(t)). Grafické zndzornenie prechodovej funkcie je prechodova charakteristika.

Této charakteristika je vhodné na sledovanie prenosovych vlastnosti. Je vyhodné pou-
zit ju aj u takych prenosovych ¢lankov, pre ktoré nemozeme zostavit prenosovi rovnicu na
zaklade vnutornych pochodov, pretoze nepozname ich struktdru alebo ju nevieme presne
matematicky formulovat. Z priebehu prechodovej charakteristiky vieme urcit niektoré
kritéria akosti, ako napriklad ustalent hodnotu, stabilitu, preregulovanie, dobu regulacie,
dobu nabehu, dobu prietahu, dobu prechodu a tiez regula¢na plochu.

Priklad 6.1. Zostrojte a vysSetrite impulzovu a prechodovi charakteristiku dynamic-
kého systému popisaného diferencidlnou rovnicou v tvare

0.7414y" (t) + 0.2313y (t) + y(t) = u(t) (14)

Na zostrojenie impulzovej charakteristiky je potrebné najst rieSenie homogénnej di-
ferencidlnej rovnice (u(t) = §(t)) a toto rieSenie graficky znézornit v zavislosti na ¢ase
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a na zostrojenie prechodovej charakteristiku je potrebné najst uplné analytické rieSenie
diferencialnej rovnice (u(t) = p(t)) a toto rieSenie graficky znazornit v zavislosti na ¢ase.

Analytické rieSenie (prechodova charakteristika) uvedenej diferencidlnej rovnice naj-
deme pomocou metdéd popisanych v kapitole 3. Pre nulové pociatocné podmienky ma
nasledujuci tvar:

y(t) =1 — e 21 (cos(1.1508t) 4 0.1355 sin(1.1508t))

Derivaciou prechodovej charakteristiky ziskame impulzovia charakteristiku.
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(a) Impulzové charakteristika (b) Prechodové charaktersitika

Obr. 11: Charakteristiky dynamického systému (14).

Podla priebehov impulzovej a prechodovej chararakteristiky, ktoré st zobrazené na
Obr. 11 mézeme povedat, ze ide o kmitavi tlment impulzova a prechodovi charakteris-
tiku.

6.2 VysSetrovanie frekvenc¢nych charakteristik

Frekven¢ny prenos charakterizuje odozvu na harmonicky vstupny signal o jednotkovej
amplitide a danej frekvencii (u(t) = sin(wt)) za predpokladu, 7ze regulaény pochod pre-
bieha dostatocne dlho, az sa vytvori ustaleny stav. To znamena, 7e Casovy priebeh vy-
stupnej veli¢iny je cisto periodicky, bez prechodovej zlozky. Pri prenose harmonického
vstupného signalu linedrnou prenosovou ststavou je aj vystupny signal harmonickou fun-
kciou ¢asu s tou istou frekvenciou, ale s inou amplitiidou a s urcitym oneskorenim. Frek-
venény prenos F'(iw) sa rovna obrazovému prenosu F'(p), do ktorého namiesto premenne;
"p” sa dosadi imagindrna kruhova frekvencia ”iw”. Takto definovany frekvenény pre-
nos zavisi od kruhovej frekvencie w a predstavuje komplexné ¢islo, ktorého modul udava
amplitidu a ktorého argument udava fazové oneskorenie odozvy na jednotkovy harmo-
nicky vstupny signal v ustdlenom stave. Grafické znazornenie frekvencného prenosu pre
rozne hodnoty kruhovej frekvencie w v rozsahu w € (0;00) sa nazyva frekvencéna cha-
rakteristika. Grafické zobrazenie je mozné urobit niekolkymi sposobmi. Kedze frekvencny
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prenos predstavuje komplexné ¢islo, je mozné zobrazit ho do Gaussovej komplexnej roviny
v zévislosti na w. V takom pripade ide o amplitiidovofazovi (Nyquistovu) frekvenéni cha-
rakteristiku. Velmi vyhodné je zobrazenie frekvencénych charakteristik v logaritmickych
stradniciach, vtedy hovorime o logaritmickych (Bodeho) frekvencnych charakteristikach.
Dalsie typy frekvenénych charakteristik st napriklad Michajlovova a Nicholsonova (po-
zri napr. [4, 6, 17|, atd.). Prakticky vyznam frekvencnych charakteristik je v urcovani
stability regula¢nych obvodov z priebehu frekvenc¢nej charakteristiky.

Priklad 6.2. Zostrojte a vySetrite Bodeho a Nyquistovu frekven¢ént charakteristiku
dynamického systému popisaného diferencidlnou rovnicou v tvare

0.7414y" (t) + 0.2313y (t) + y(t) = u(t) (15)

Frekven¢ny prenos uvedeného systému mozeme zapisat ako

1

Fliv) =
() = S 7a1a(w)2 + 0231300 + 1

Tento frekvenény prenos upravime na tvar: F(iw) = P(w) + iQ(w).
Thato tpravu urobime tak, ze frekvencny prenos vynasobime komplexne zdruzenym
¢islom a oddelime redlnu a imaginarnu c¢ast. Potom dostavame:

1 1
Fiw) = : = -
0.7414(iw)? 4+ 0.2313iw + 1 (1 — 0.7414w?) + 0.2313iw
(1 - 0.74140?) — 0.2313iw 1 —0.74140? , 0.2313w
= —1
(1 — 0.7414w2)2 — (0.2313iw)2  0.5497w" — 1.420302 + 1 0.5497w' — 1.4293w2% + 1

(16)

Postup pre vykreslenie Nyquistovej frekvencnej charakteristiky ja nasledovny. Uréime
hodnoty F(iw) v hraniénych hodnotdch w = 0 a w = oo. Potom uré¢ime priesec-
niky so stradnicovymi osami. Nakoniec pre zvolené hodnoty w € (0;00), napriklad
w=1,2,...,10,50,100, ..., vypoc¢itame sturadnice bodov charakteristiky, ktoré graficky
zobrazime do komplexnej roviny. Grafickym priebehom je potom Nyquistova frekvencéna
charakterisitika (Obr.12(a)).

Ak vyjadrime zvlast amplitidu A(w) a fazu p(w) frekvenéného prenosu F(iw) v za-
vislosti na logw, dostavame Bodeho (amplitidovi a fazova logaritmickil) frekvenéni
charakteristiku. Pre amplitidu v decibeloch plati:

A(w)[dB] = 20log A(w) / P2(w) + Q*(w)
Pre fazu v stupnoch potom plati:

Q(w)
w)|[’] = arctg——
p(w)[’] 5P ()
Bodeho frekvenéna charakteristika je znazornena na Obr. 12(b).
Poznamka: Pri vysSetrovani frekvenénych charakteristik uzavretych regula¢nych ob-
vodov je potrebné rozpojit uzavrety regula¢ny obvod a stanovit frekven¢ént charakteris-
tiku z otvoreného regulacného obvodu.
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(a) Nyquistova charaktersitika (b) Bodeho charakteristiky

Obr. 12: Frekven¢né charakteristiky dynamického systému (15).

6.3 VysSetrovanie fazovych portrétov

Ak je regulovanéd ststava zadanad diferencidlnymi rovnicami v stavovom tvare (9),
a ak vsetky splhaji Lipschitzovu podmienku a podmienku spojitosti v okoli bodu
(1 (o), xa(to), . . ., xn(to), u(ty), to], potom v okoli tohoto bodu existuje jediné rieSenie
[x1(t), z2(t), ..., x,(t)] ststavy rovnic. Toto rieSenie urcéuje v n-rozmernom stavovom
priestore jednoznac¢nu fazova trajektériu. Pre kazdy konkrétny cas ¢ dostavame v tomto
priestore zobrazovaci bod. Stihrn vSetkych trajektérii vytvara fazovy portrét rieSenia st-
stavy. Fazova trajektoria podava uplny obraz o jednom konkrétnom rieseni ststavy so
zadanymi pociatoénymi podmienkami a so zadanou vstupnou funkciou u(t). Fazovy por-
trét riesenia podava uplny obraz vlastnosti vSeobecného riesenia vysetrovanej stistavy pre
zadant vstupnt funkciu w(t) (pozri napr. [4, 10], atd.).

Priklad 6.3. Zostrojte a vysSetrite fazovy portrét dynamického systému popisaného
diferencidlnou rovnicou (14) z Prikladu 6.1.

Uvedenu diferencidlnu rovnicu prepiSseme na kanonicky tvar a rieSenia ziskané vyrie-
Senin sustavy diferencialnych rovnic potom zakreslime do stavového priestoru. Kanonicky
tvar diferencialnej rovnice moézeme v maticovom tvare zapisat ako

%xl 0 1 0o ... 0 0 T 0
. = . . . . . S+ e
i Tn e Tar T o T S dlas !
Z1
X2
y)=[100 ... 00| "],
'Z‘TL

kde u,y € Raz € R".
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Pre nas zadany systém (14) dostdvame ststavu dvoch diferencidlnych rovnic v nasle-
dujicom tvare:

d

attT

d u(t) — xy — 0.2313x

a - _ 17
a "’ 0.7414 (17)

Ak na x-ovi os vynesieme stavovi premenna x; = y(t) a na y-ovi os stavovi premennt
zy =y (t), potom pre vstupnii budiacu funkeiu v tvare jednotkového skoku (u(t) = u(t))
dostavame fazovi trajektdriu zobrazent na Obr. 13(a).
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(a) Fazovy portrét (b) Prechodové charakteristika

Obr. 13: Charakteristiky dynamického systému (14).

Pre nézornost je na Obr. 13(b) opif zobrazena aj prechodova charakteristika. Z ob-
razkov je vidiet vzajomny vztah medzi charakteristikami (tlmenie prechodového deja).

Ulohy na samostatné cvicenie:

1. Zostrojte a vysetrite impulzovi, prechodovu a frekvenénii charakteristiku dynamic-
kého systému popisaného diferencidlnou rovnicou

y (1) +2y(t) = du(t)
pre nulové pociato¢né podmienky.

2. Zostrojte a vySetrite impulzovi, prechodovii a frekvenént charakteristiku a tiez
fazovy portrét dynamického systému popisaného diferencialnou rovnicou

4y (1) + 8y (1) + 5y(t) = u(?)
pre nulové pociatoéné podmienky a pre podmienky 3(0) = 1 a 3 (0) = 0.
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7 Algebra prenosov

Algebra prenosov je dolezitou pomockou pri vysSetrovani zlozitych regula¢nych obvodov.
Pri préaci s prenosovymi funkciami sa vyuzivaja blokové schematické znazornenia. Jednot-
livé bloky v schéme predstavuji prenosové funkcie. Spajanim takychto blokov je mozné
znazornit cela struktiru regulacného obvodu. Na stanovenie vyslednej prenosovej funkcie
obvodu pouzijeme jednoduché pravidla algebry prenosov.

7.1 Zakladné zapojenia prenosovych blokov

Medzi zédkladné zapojenia algebry prenosov patri sériové, paralelné a antiparalelné zapo-

jenie prenosovych blokov.
Pre sériové zapojenie prenosovych blokov zobrazenych na Obr. 14 plati:

U(p) Y(p)

A

F.(p) FpP — - — F(@/

Obr. 14: Sériové zapojenie prenosovych blokov.

Pre paralelné zapojenie prenosovych blokov zobrazenych na Obr. 15 plati:

F(p) % = Fi(p) + Fo(p) + ...+ Fulp) = ilmp)
> Fup)
W, Y(o)
F.(p)

Obr. 15: Paralelné zapojenie prenosovych blokov.
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Pre antiparalelné zapojenie prenosovych blokov zobrazenych na Obr. 16 plati:
Y(p) Fi(p)

F(p) = Ulp) 15 B(p)-Fa(p)
u(p) A LA
(+
F,(p)

Obr. 16: Antiparalelné zapojenie prenosovych blokov.

Pre vysledny prenos spitnovizobného regulacéného obvodu (so zapornou spitnou viiz-
bou) zobrazeného na Obr. 17 potom pre prenos vzhladom na poruchu plati:

Y(p) Fi(p)

F.(p) = = , 18
V= Z0) T 1T B 0EG) 1)
a pre prenos vzhladom na Ziadant hodnotu plati:
Y(p Fy(p)-Fs(p
Fop) = 20 - FLED) (19)
W(p) 1+ F(p).Fs(p)
kde F,(p) je prenos regulatora a Fs(p) je prenos regulovanej ststavy.
20
W(p) E(p) U(p) Y(p)
H@—» F.(P) HXH F{p) g
Obr. 17: Spatnovizobny regula¢ny obvod.
Pre prenos otvoreného regulacného obvodu potom plati:
Fo(p) = Fi(p)-Fs(p) (20)
Pre vysledny prenos F,(p) vzhladom na prenos F,(p), potom dostavame vztah:
Y F, Fy
Fo(p) = (p) W) . F (v) = (p)

W(p) 1+ FEy(p)’ - 1-F,(p)

Vysledny prenos fubovolného obvodu je mozné odvodit aj na zaklade pravidla:

F(p)

prenos priamej vetvy

T 1+ prenosy vo vSetkych spatnovizobnych sluckach
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7.2 Odvodzovanie diferencialnych rovnic z prenosov

Na ziskanie vyslednej diferencialnej rovnice zlozitého obvodu je vyhodné vyuzit prenosové
funkcie jednotlivych casti obvodu a zékladné pravidla algebry prenosov. Zo ziskaného
celkového prenosu obvodu je potom mozné odvodit vyslednu diferencialnu rovnicu celého
obvodu. Tato rovnicu mdzeme potom pouzit na vySetrovanie dynamickych vlastnosti
celého obvodu.

Postup odvodzovanie diferencidlnych rovnic z prenosov je ukdzany na nasledujicom
priklade.

Priklad 7.1. Napiste vyslednt diferencialnu rovnicu spéatnovizobného regula¢ného
obvodu (zapornd spiitna vizba) vzhladom na ziadantt hodnotu, ak pre jednotlivé prenosy
plati: .

F.(p)=10+3p a Fi(p) = P

Pre vysledny prenos uzavretého spitnoviizobného regula¢ného obvodu vzhladom na

ziadant hodnotu plati vztah (19). Pre zadané ¢iastkové prenosy F,.(p) a Fs(p) potom

mozeme napisat

1043 1043
Fop) = 20) _ b2 pr2 _3p+10
’ W(p) 1+ eEEER dp+12

Ziskany vysledny prenos F,(p) rozpiSeme na tvar:
Y(p).[4p+12] = W(p).[3p + 10] = 4pY(p) + 12Y (p) = 3pW (p) + 10W (p)

Podla vlastnosti 8 Laplaceovej transforméacie potom dostavame diferencidlnu rovnicu
uzavretého regulacného obvodu v tvare:

4y (t) 4 12y(t) = 3w (t) + 10w(t)

Pre vysledny prenos otvoreného regula¢ného obvodu (rozpojend spitna viizba) plati vztah
(20). Pre jednotlivé zadané prenosy F.(p) a Fs(p) potom moZeme napisat

Y(p)  10+3p
Folp) = Wi(p)  p+2

Ziskany vysledny prenos F,(p) rozpiSeme na tvar:
Y(p).[p+2]=W(p).[10+3p] = pY(p)+2Y(p) = 3pW(p) + 10W (p)

PodTa vlastnosti 8 Laplaceovej transformécie potom dostavame diferencidlnu rovnicu ot-
voreného regulac¢ného obvodu v tvare:

y () + 2y(t) = 3w (t) + 10w(t)

VyrieSenim ziskanych diferencidlnych rovnic pre uzavrety a tiez pre otvoreny regu-
la¢ny obvod dostaneme analytické riesenia, ktoré st vhodné na vySetrovanie dynamickych
vlastnosti a stanovovanie roznych charakteristik regula¢nych obvodov.

26



Ulohy na samostatné cvicenie:
1. Definujte zakladné zapojenia algebry prenosov.

2. Stanovte vysledni prenosovi funkciu zlozeného systému, ktory je zobrazeny na
nasledujicom obrazku.

U(p)

F5(p)
F.(p) F.(p)

o)

F,(p)

Obr. 18: Zlozené zapojenie prenosovych blokov.

3. Pre zapojenie prenosovych blokov zobrazné na Obr. 18 a pre nasledujice ¢iastkové
prenosy:

1
Fi(p) =10p+20, Fy(p) =5p, F3=——, Filp) = 2p,
p+3
napiste vyslednt diferencialnu rovnicu zlozeného systému.

4. Pre zadany uzavrety regula¢ny obvod, ktory je zobrazeny na Obr. 19, urc¢te vysledné
prenosové funkcie vzhladom na poruchu a vzhladom na Ziadant hodnotu.

F(p) =2
zm)gz 1 ‘ 2 Y (p)
. p+1 P

t[s]

é@wm)

Obr. 19: Uzavrety regulac¢ny obvod.

y@®

o

Odvodte aj vysledné diferencidlne rovnice regula¢ného obvodu zo ziskanych preno-

sovych funkcii a tiez ich analyticky vyrieste. Zaznacte polohu korenov ziskaného
vysledného prenosu do komplexnej roviny.
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8 Syntéza spojitého PID regulatora

8.1 Definicia spojitého PID regulatora

V priemyselnych aplikaciach sa stale vo velkej miere pouzivaji proporcionalno-integracno-
deriva¢né (PID) regulatory.

Riadiace algoritmy zalozené na PID reguldtoroch patria medzi najpopuldrnejsSie
a najefektivnejsie. Popularita tychto regulatorov spociva v Sirokej miere ich uplatne-
nia a v ich funkénej jednoduchosti. Vnatorna struktaru trojélenného PID regulatora je
mozné principidlne znézornit nasledujicim obrazkom (Obr. 20).

> K
E(p) T, U(p)
p
> T d p

Obr. 20: Struktira PID regulatora.

Prenosova funkciu PID regulatora je mozné vyjadrit v tvare:

U(p) T;
F.(p)= ==K +—+Typ, 21
) E(p) p (21)
ktorej v casovej oblasti zodpoveda diferencidlno-integralna rovnica:

de(t)
dt ’

kde K je proporcionalne zosilnenie, T; je integracna a T, derivacna casova konsStanta.

u(t) = Ke(t) + T, / e(t)dt + Ty (22)

8.2 Metoda dominantnych korenov

Priebeh regulovanej velic¢iny zavisi od rozlozenia korenov charakteristickej rovnice regulac-
ného obvodu v komplexnej rovine. Tento priebeh ovplyviuji najviac dominantné korene.
St to korene, ktoré s najblizsie k imaginarnej osi zlava. Ich vzdialenost od imaginarnej
osi udava mieru stability S;.

Par komplexne zdruzenych korenov znazornenych na Obr. 21 mdZeme popisat pomo-
cou miery tlmenia 7;, ktora je definovana nasledovnym vzfahom [17]:

P2 = —§ T 1w, tg(p) = =T (23)

Hodnoty dominantnych korenov sa stanovia na zaklade poziadaviek na kvalitu regulac-
ného obvodu. To znamené, zZe ur¢ime dominantné korene pre ziadani mieru stability S,
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Obr. 21: Dominantné korene v komplexnej rovine.

resp. mieru tlmenia 7;. Parametre regulatora nastavime tak, aby ostatné korene boli od
dominantnych vzdialené ¢o najviac vlavo.

Priklad 8.1. Navrhnite PD a PID regulator na stustavu popisana diferencidlnou
rovnicou druhého radu (5), ktorej zodpoveda prenosovéa funkcia (8), pri¢om parametre
diferencidlnej rovnice maju hodnoty:

ay = 0.7414, a, = 0.2313, ap =1 (24)

Pre tato ststavu navrhnite regulator a stanovte jeho parametre tak, aby priebeh regulova-
nej veli¢iny pri posobeni poruchy jednotkového skoku bol kmitavy, tlmeny, zodpovedajuci
miere stability S; = 2.0 a miere tlmenia T; = 0.4, pri¢om je povolend 5% trvald regulaéna
odchylka.

1. Navrh PD regulatora:
Prenos PD regulatora je v tvare

a prenos uzavretého regulacného obvodu F,(p) je v tvare:

_ Fr(p)Fs(p) — K+po
1+ F.(p)Fs(p)  aop® + (a1 + Ty)p + (a0 + K)

Fy(p) (26)
Ziadanej miere stability a miere tlmenia odpoveda par komplexne zdruzenych ko-

renov
Pio = —2x51 (27)

pricom im odpovedaji koreniove stcinitele
(p+2—5i)(p+2+5i)=p°+4p + 29
Priebeh regulovanej veli¢iny mé byt urceny podla poziadaviek zlozkami odpove-

dajicich korenom p; 2. Preto musi mat charakteristickd rovnica koeficienty, ktoré
budi davat hodnoty korenov (pélov) p;». To znamena, ze
2 Td + a; ap + K

P+ p+ =p”+4p+29
(05} a9
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Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach ”p” dostavame stistavu linear-
nych rovnic pre stanovenie neznamych parametrov PD regulatora. Pre nas pripad
st parametre regulatora dané

T
dEN T =4 07414 — 0.2313 — 2.7343
a2
K
WHR o9 K =99, 0.7414 — 1 = 20.5006
a

Stanovime velkost trvalej regulacnej odchylky vyuzitim vety o kone¢nej hodnote
1 1

— < 0.04

yloo) = I 29 ~ 29

Zadany regulovany systém mozeme regulovat PD regulatorom s parametrami
K = 20.5006 a T;=2.7343.

. Navrh PID regulatora:
Prenos PID regulatora je v tvare :

1;
Bp) =K+ +Top (28)

a prenos uzavretého regulacného obvodu F,(p) je v tvare:

b 1+ F.(p)Fs(p) awp® + (a1 + Ty)p> + (ag + K)p + T;

(29)

Podla poziadaviek na dynamiku musi mat charakteristicka rovnica uzavretého regu-
la¢ného obvodu dvojicu dominantnych korenov p,; 2 a jeden koren p3 redlny zaporny,
ktorého hodnota musi byt ovela mensia v porovnani s realnou castou korenov p; ».

Urobime delenie charakteristickej rovnice korehovym stcinitelom p; 5. Dostavame

asp® + (ay + Ty)p* + (ao + K)p+ Ti
P+ 4p + 29

= Q2P3 + (Td +a; — 4(12)
a zvysSok po deleni

[(ao + K) — 13(12 — 4(Td + al)]p + [T‘z - 29(Td + al) + 116&2]

Uvedené delenie musi byt bezozvyskové, z ¢oho dostavame stastavu 3 linearnych
rovnic pre vypocet parametrov PID regulatora

Td = 4@2 — a1 — aP3 (30)
K =4(a; +Ty) + 13a2 — ag (31)
T, = 29(Ty + a1) — 1164, (32)

Predpokladajme, 7e hodnota —10 (treti koren) je podstatne mensia v porovnani
s —2 (redlna cast korenov p;2). Ak zvolime p; = —10, po dosadeni do (30) pre
nasu sustavu s parametrami (24) dostavame T, = 10.1483. Do rovnic (31) a (32)
dosadime vypocitané T, a dostavame parametre K = 50.1566 a T; = 215. Pri PID
regulatore je trvald regulacna odchylka nulova.
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8.3 Ziegler-Nicholsova metéda

Podla tejto metddy sa realizuje nastavenie regulatora v prevadzkovom zapojeni. Pri jej
pouziti je potrebné zohladnit to, Ze ddva mensSie tlmenie prechodového deja a tieZ to, ze
bola vypracovana na pomerne jednoduchych regulovanych systémoch (pozri napr. [5, 17],
atd.). Pri nastaveni parametrov postupujeme tak, ze regulator najprv zaradime do regu-
la¢ného obvodu a stanovime kritické parametre Ky, - kritické zosilnenie a T}, - kriticka
periéda. Parametre reguldtora potom nastavime podla Tab. ¢. 3.

Tab. ¢. 3: Hodnoty parametrov regulatora - 1.spdsob

- | K [ 7 | Tu |
P |05Ky]| O 0
PI  |[05Kg | 1.2/Ti | O
PD 05Ky | 0 | 0.12T%
PID | 0.6Ks | 2/Ts | 0.12T%,

V pripade, Ze je stanovena prechodova charakteristika regulovaného systému, je mozné
vypocitat priblizné hodnoty konstant regulatora z T, - doby prietahu, 7,, - doby nabehu
aT,=1T,+1T, - doby prechodu podla Tab. ¢. 4.

Tab. ¢. 4: Hodnoty parametrov regulatora - II.sp6sob

- [ K [ T [ T ]
P (T/T.)S 0 0
PI | 09(T,/T.)S | 03/T,| 0
PD | 09(T,/T.)S | 0 |0.67,
PID | 1.25(T,/T,)S | 0.5/T, | 0.5,

S je stéinitel autokorelacie systému a je prevratenou hodnotou zosilnenia systému (S =
1/Ky).

Priklad 8.2. Pomocou met6dy Ziegler-Nicholsova (IL.spdsob) navrhnite PID regu-
lator na sustavu popisani diferencidlnou rovnicou druhého radu

15y (1) + 8y (t) + y(t) = u(t),
ktorej zodpoveda prenosova funkcia

1 1
12 +8p+1 (3p+1)(5p+1)

Fi(p) (33)

Prechodova charakterisitika tejto dvojkapacitnej sustavy, T, a T, st znazornené na ob-

razku Obr. 22. Pri vySetrovani lokalnych kritérii akosti sme zistili, ze uvedena dvojkapa-
citna ststava ma tieto parametre:

T,=13, T,=116, T, =10.3
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Obr. 22: Prechodové charakteristika sustavy (33).

Uvedené lokalne kritéria akosti je mozné od¢itat z grafického priebehu prechodovej cha-
rakterisitiky alebo ich stanovit vypoc¢tom. Vypocet sa da urobif pomocou rovnice do-
ty¢nice v inflexnom bode (IB) prechodovej charakteristiky a néslednym vypodcitanim
priese¢nikov s osou t = t;5 a ustalenou hodnotou y(co) = y(t1p).

Parametre PID reguldtora uré¢ime z Tab. ¢. 4. Vypocitané parametre maji hodnoty:

K =99, T, =0.38, T; =0.65,

pri¢om zosilnenie systému je S =1/ap =1/1 = 1.

Ulohy na samostatné cvicenie:

1. Pomocou metédy dominantnych korenov navrhnite PI, PD a PID regulatory na
stustavu popisanu diferencialnou rovnicou

0.8y (t) + 0.5y (t) + y(t) = u(t),
tak aby priebeh regulovanej veli¢iny bol kmitavy a tlmeny s mierou stability S; =

2.0 a mierou tlmenia 7; = 0.4.

2. Pomocou metdédy Ziegler-Nicholsa navrhnite PI, PD a PID regulatory na ststavu
popisanu prenosovou funkciou v tvare

1
Gp+D(2p+1)

Fi(p) =

3. Pomocou programu SIPRO simulujte nastavenie reguldtora pomocou metédy
Ziegler-Nicholsa (I.sposob) v prevadzkovom zapojeni na sustavu popisant diferen-
cidlnou rovnicou

y" (1) + Ty (8) + 23y () + 33y(t) = u(t),
ak korene charakteristickej rovnice st p;o = —2 £ 3i a p3 = —3, (K = 128
a Ty = 1.8[s]).
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9 Kritéria akosti dynamickych systémov

Na hodnotenie linedrnych dynamickych systémov a dynamickych procesov, ktoré sa
v tychto systémoch vyskytuji, mozno pouzit rozne kritéria. Tieto kritérid mozeme roz-
delit do nasledujucich skupin: asymptotické, globdlne a lokdlne kritéria akosti.

9.1 Asymptotické kritéria akosti

Asymptotické kritérid posudzuji dynamicky proces podla jeho vlastnosti pri velmi vel-
kych hodnotéach casu. Zakladnym asymptotickym kritériom je stabilita systému. Stabilita
regulacnych obvodov je nevyhnutnou, ale nie postacujicou podmienkou pre ich spravnu
¢innost. Systém je stabilny, ak prechodova zlozka y,(t) odozvy na vystupe s rasticim
casom konverguje k nule

Jim y,(t) =0,

bez ohladu na charakter vzruchu na vstupe. Bez uvazovania tejto skuto¢nosti by nebola
mozné spravna ¢innost riadiacich systémov, pretoze ich ovladanie by sa vymklo akejkol-
vek kontrole. Podla akosti prechodovej zlozky dynamického procesu rozlisSujeme systémy
stabilné, nestabilné a na hranici stability. Stabilitu mozeme posudzovat z priebehu precho-
dovej, impulzovej alebo frekvencnej charakteristiky a tiez vySetrovanim charakteristickej
rovnice. VysSetrovanie stability bude predmetom samostatnej kapitoly 10.

Druhym délezitym asymptotickym kritériom je staticky prenos systému. Zahriuje
prenosovi zlozku dynamického procesu pri velkych hodnotéch ¢asu. Zakladom pre vySet-
rovanie statického prenosu v oblasti Laplaceovych obrazov je veta o konecnej hodnote.
Pre budiaci signal v tvare jednotkového skoku plati:

y(o0) = lim F(p), (34)

kde F(p) je prenos skimaného systému.
Priklad 9.1. S vyuzitim vety o konec¢nej hodnote stanovte staticky prenos systému
popisaného diferencialnou rovnicou

y' () + 4y (1) + 4y(t) = u(t),

pre nulové pociato¢né podmienky ak na vstup systému posobi jednotkovy skok.
S vyuzitim vlastnosti Laplaceovej transforméacie (vety o konefnej hodnote) mozeme
odvodit vztah (34). Pomocou prenosovej funkcie systému potom pre staticky prenos do-

stavame:
1 1

=lim———=-
r—0p2+4dp+4 4

Tato alohu je mozné vyriesit aj v ¢asovej oblasti a to analytickym rieSenim diferencialnej

rovnice a naslednym pouzitim vety o konecnej hodnote.

y(o0)

9.2 Globalne kritéria akosti

Globalne kritéria st vhodnym sposobom odvodené z celého priebehu dynamického pro-
cesu. Ovplyviuju ich vlastnosti systému, ako aj pociatocné podmienky a charakter vstup-
ného signalu. Medzi globalne kritéria akosti patri monoténnost, kmitavost, periodi¢nost

33



a regulacné plochy. Regula¢né plochy predstavuji funkciondly dynamickych procesov,
spravidla definované vhodne zvolenym integralom zvazujucim priebeh celého procesu.
Najcastejsie sa pouziva absolutna regula¢na plocha a kvadraticka regula¢na plocha. Obe
kvantitativne charakterizuju prechodovy dej u stabilnych systémov. Pre nestabilné sys-
témy davajui regulacné plochy nekonec¢né hodnoty. Pri regulacnych plochach sa vysetruje
rozdiel medzi prechodovou charakteristikou a jej hodnotou v ustalenom stave. St defino-
vané nasledovne (Obr. 23):

e absoliitna linedrna requlacnd plocha: S, = [T | e(t) | dt = [T | w(t) —y(t) | dt,
e kvadratickd regulacnd plocha: Sa. = [y [e(t)]?dt = [ Tw(t) — y(t)]?dt,

kde T, (T' — o0) je celkovy ¢as vySetrovania dynamického procesu. Rychlost tlmenia
prechodového deja zohladnuji momentové ¢asovo vazené regulacné plochy.

Priklad 9.2. Vypocitajte absolitnu regula¢nt plochu, ak prenosova funkcia systému
je definovana ako
Yip) 1
Ulp) 3p+1

a ak na vstup systému je privedeny jednotkovy skok u(t) = u(t) = 1. Prechodova cha-
rakteristika systému je

F(p) =

y(t) = p(t) — i =1 — ¥

Pre absolutnu regulac¢nii plochu plati

Se= [ ytoo) —y() lde= [T 11— (=¥ [di= [ e ¥ i =
0 0 0

- [y = e

9.3 Lokalne kritéria akosti

Podstatou lokalnych kritérii akosti je vySetrovanie spravania sa dynamického procesu
(napr. prechodovej charakteristiky) v blizkosti niektorej hodnoty ¢asovej stradnice. Ulohu
je mozné riesSit v Casovej oblasti a na zaklade obrazového prenosu alebo frekvenéného
prenosu. NajcastejSie sa pouzivaju tieto lokdlne kritéria akosti (Obr. 23):

e preregulovanie - P, (max. hodnota prekmitu nad ustalentt hodnotu),

e doba reguléacie - T, (¢as, po ktorom uz odchylka od ustdleného stavu neprekro¢i
zvolent hodnotu),

e Cas prvého maxima prechodovej charakteristiky - ¢,,,,

e doba nabehu - T,,, doba prietahu - T,,, doba prechodu - T, (st definované polohou
inflexného bodu a smernicou doty¢nice v nom, vid Obr. 22).

Lokalne kritéria s vyrazne ovplyvnené charakterom vystupnej veli¢iny a pociatoc-
nymi podmienkami. Na urcenie lokalnych kritérii akosti sa vyzaduje, aby prechodova cha-
rakteristika systému bola stabiln4. Dalej je potrebné poznat jej ustalend hodnotu y(0o).

34



Obr. 23: Kritéria akosti zndzornené na odozve systému.

Preregulovanie urcujeme iba u prechodovych charakteristik kmitavych alebo s jednym
prekmitom. Postup stanovenia mdze byt nasledovny. Od ¢asu t = 0 sa sleduje hodnota
prvej derivacie prechodovej charakteristiky. Po zmene znamienka prvej derivacie z plus
na minus, sa zisti ¢as pri ktorom k tejto zmene doslo. Je to ¢as prvého maxima %,,,.
Potom preregulovanie P, [%] sa vypocita ako

p, = Yllm) =¥(9) 4 10 (35)
y(o0)

Na urcenie doby regulacie je potrebné zadefinovat urcité pasmo okolo ustalenej hodnoty,
v naSom pripade sme stanovili 5% pasmo. Potom sa sleduje ¢as od t = 0, po ¢as kedy
prechodova charakteristika vojde do 5% pasma s tym, 7e z daného pasma uz nevyjde.
Tento ¢as je doba regulacie T, [s].

Priklad 9.3. Stanovte lokalne kritéria akosti systému popisaného diferenciadlnou rov-
nicou

0.1y (t) + 0.1y (t) + y(t) = u(t)

Prechodovéa charakteristika tohoto systému je zobrazena na Obr. 23. Simulaciou boli

ziskané nasledujtce hodnoty kritérii akosti: P, = 1.6, (60%), T, = 5.3 [s] a t,m, = 1[s].

Ulohy na samostatné cvicenie:

1. Analyticky vySetrite vSetky uvedené kritéria akosti dynamického systému popisa-
ného nasledujticou diferencialnou rovnicou

21y (t) + 10y () + y(t) = u(t),
pri nulovych pociato¢nych podmienkach, ak vstupom je jednotkovy skok.

2. Pomocou simulacie v SIPRO stanovte kritéria akosti dymamického systému uvede-
ného v ulohe 1 a porovnajte ich s analyticky vypocitanymi hodnotami.
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10 Urcovanie stability spojitych systémov

Stabilita systému je asymptotickym kritériom akosti. Stabilita systému je nevyhnutnou,
ale nie postac¢ujicou podmienkou pre jeho spravnu ¢innost. Z hladiska stability rozdelu-
jeme dynamické systémy na: stabilné, nestabilné a na hranici stability.

V dalsich castiach s uvedené niektoré zakladné metddy vySetrovania stability dyna-
mickych systémov.

10.1 Stabilita v Casovej oblasti

V casovej oblasti urc¢ujeme stabilitu z priebehu prechodovej a impulzovej charakteristiky
alebo z priebehu fazového portrétu v stavovom priestore. Podla priebehu prechodovych
charakteristik moZzeme z hladiska ich kmitavosti aj s ohfTadom na prekmitnutie cez usté-
lentt hodnotu urobit nasledovné rozdelenie: aperiodické stabilné, aperiodické nestabilné,
kmitavé stabilné, kmitavé nestabilné, kmitavé na hranici stability (pozri napr. [10]).

Prenosy prvych dvoch typov systémov maju len zaporné redlne pdly, dalsie dva typy
maju prenosy s minimélne jednym parom komplexne zdruzenych pélov, pricom o dalSom
roztriedeni rozhoduje poloha ostatnych pélov a nil prenosovej funkcie, prenos posledného
typu ma komplexné korene s nulovou realnou castou.

Ak uvazujeme y(t) ako rieSenie diferencidlnej rovnice, ktora je matematickym mode-
lom dynamického systému, ktoré mdzeme zapisat ako

y(t) = yn(t) + yalt),

potom v ¢asovej oblasti definujeme stabilitu linedrneho dynamického systému nasledovne:
Systém je stabilny, ak prechodovd zlozka yn(t) odozvy na viystupe systému s rasticim
casom konverguje k nule
Jim y,(t) =0,

bez ohladu na charakter vzruchu na vstupe systému (vid Obr. 13(b)).

Podla priebehu fazového portrétu mozeme stabilitu linedrneho dynamického systému
definovat nasledovne:
Systém je stabilny ak priebeh fazovej trajektorie systému zacina v pociatocnom stave
nenabudenéeho systéemu a ustali sa v novom rovnovazZnom stave po privedeni vzruchu na
vstup systému (vid Obr. 13(a)).

Priklad 10.1. Vysetrite stabilitu dynamického systému popisaného diferencidlnou
rovnicou druhého rddu uvedenou v Priklade 6.1.

Na riesenie tlohy je potrebné najst analytické rieSenie tejto diferencialnej rovnice.
Riesenie je uvedené v Priklade 6.1 a ma tvar:

y(t) =1 — e 1% (cos(1.1508t) + 0.1355 sin(1.1508t))
Podla definicie stability vypocitame limitu prechodovej zlozky ako

lim (—e %% (cos(1.1508t) + 0.1355 sin(1.1508t)) ) = 0

t—o0

Prechodova zlozka s rasticim ¢asom zanikd a prenosovéa zlozka ma hodnotu y,(t) = 1.
7 priebehu prechodovej charakteristiky zobrazenej na Obr. 11 moézeme povedat, ze ide
o kmitavil tlment (stabilni) prechodovi charakteristiku.
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10.2 Algebraické metody vySetrovania stability

Algebraické metddy vySetrovania stability s vhodné pre posudzovanie stability systémov
vyssich radov. Tieto metddy vychadzaju z charakteristickej rovnice prenosu matematic-
kého modelu systému. Charakteristickii rovnicu mézeme vo vSeobecnosti zapisat ako

anp" + a1 p" P+ apt+ag=0 (36)

Pre definiciu stability dynamického systému potom plati:
Systém je stabilny, ak korene charakteristicke rovnice (36) systému (poly) lezia v lavej
castt komplexnej roviny, t.j. su zapornée, resp. maju zaporné redlne casti ak si komplexne
zdruzené (vid Obr. 21). Vzdialenost od imagindrnej osi je miera stability.

Priklad 10.2. Algebraickymi metédami vysetrite stabilitu dynamického systému po-
pisaného diferencidlnou rovnicou druhého radu uvedenou v Priklade 6.1.

Danej diferencialnej rovnici zodpoveda prenosova funkcia v tvare:

1
F(p) = 5
0.7414p? + 0.2313p + 1

RieSenim charakteristickej rovnice je dvojica komplexne zdruzenych korefiov: pio =
—1.55598 £ 1.15085i. Pre redlne Casti koreniov plati: Re(p;2) < 0 = systém je stabilny.
Pre systémy popisané diferencidlnymi rovnicami nizsich radov (n < 3) je mozné vy-
pocitat korene charakteristickej rovnice priamo a tak posudit stabilitu systému.
Pre systémy popisané diferencialnymi rovnicami vyssich rddov je vyhodné pouzit napr.
Hurwitzove kritéria stability. Podmienky Hurwitzovho kritéria st (pozri napr. [4, 17]):

e vSetky koeficienty charakteristickej rovnice musia mat rovnaké znamienka,

e vSetky subdeterminanty A, Ao, ..., A, zostavené z koeficientov charakteristickej
rovnice musia byt kladné. Hurwitzov determinant A, ma tvar:

n, 0 0 0
Up—2 QGp-1 Gy, 0

A, =

Ap—4 Ap-3 Ap—2 Ap—1

Priklad 10.3. Hurwitzovou metédou posudte stabilitu systému, ktory je popisany
prenosovou funkciou v tvare:

F(p)

Charakteristickd rovnica systému mé tvar: p* + 9p® + 26p + 24 = 0. Zostavime Hur-
witzov determinat, ktory bude

1
~ pP+9p® + 26p + 24

1 0 0
zAgZZ 26 9 1
0 24 26

Prva podmienka Hurwitzovho kritéria je splnend, pretoze {1, 9, 26,24} > 0. Pre hodnoty
jednotlivych subdeterminantov potom dostavame: Az = 210, Ay =9 a Ay = 1 = systém
je stabilny.
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10.3 Frekvencné metddy vySetrovania stability

Ak mame regulovany systém definovany prenosovou funkciou Fi(p) a regulétor definovany
prenosovou funkciou F,(p), potom pre obrazovy prenos otvoreného regula¢ného obvodu
plati vztah (20).

Zostrojovanie frekvenénych charakteristik bolo popisané v kapitole 6. Pri zostrojovani
frekvenénych charakteristik sa transformuje rovina korefiov ”p” do komplexnej roviny
F,(iw), pricom transformécia sa realizujeme podla obrazového prenosu otvoreného ob-
vodu. Pri transformacii sa vSetky korene charakteristickej rovnice zobrazia z roviny ”p”
do bodu (—1;i0) v rovine F,(iw). Tento bod sa nazyva kriticky bod. Transformacia sa
prevedie tak, Ze za ”p” vo vztahu (20) sa dosadi komplexné ¢islo ”iw”.

Potom na zistenie stability regula¢ného obvodu je potrebné vysetrit priebeh krivky

F,(iw) pre w € (0;00) v Gaussovej komplexnej rovine vzhladom ku kritickému bodu
(—1;40). Pre definiciu stability potom plati (napr. [4, 10, 17]):
Systém je stabilny, ak frekvencnd charakteristika prechadza vpravo od kritického bodu,
ak po nej postupujeme v smere rasticich hodnot w. Ak frekvencénd charakteristika pre-
chddza vlavo od kritického bodu, obvod je nestabilny. Prechod frekvencénej charakteristiky
kritickym bodom znamend, Ze obvod je na hranici stability.

Priklad 10.4. Frekvenc¢nou metdédou vysetrite stabilitu dynamického systému popi-
saného diferencialnou rovnicou uvedenou v Priklade 6.4.

Nyquistova frekven¢né charakteristika uvedeného systému je zobrazena na Obr. 12(a).
Z priebehu frekvencnej charakteristiky videt, ze systém je stabilny, pretoze v smere na-
rastu frekvencie prechadza frekven¢na charakteristika vpravo od kritického bodu.

Priklad 10.5. Frekvenc¢nou metédou vysetrite stabilitu dynamického systému popi-
saného nasledujiicou prenosovou funkciou:

8
B0 =035 +9

Podla uz popisaného postupu zostrojime frekvenéna charakteristiku daného systému
z prenosu otvoreného obvodu.
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Obr. 24: Nyquistova frekven¢né charakteristika.
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Z priebehu frekvencnej charakteristiky, ktory je zobrazeny na Obr. 24 je zrejmé, ze
systém je stabilny, pretoze v smere narastu frekvencie prechadza frekvencna charakteris-
tika vpravo od kritického bodu.

Priklad 10.6. Frekven¢nou metddou vysetrite stabilitu regulacného obvodu, pricom
prenosova funkcia otvoreného regula¢ného obvodu ma tvar:

1—2p
+2p)(1+p+p?)
Frekvencna charakteristika otvoreného regulacného obvodu je zobrazena na Obr. 25.

FO(p) = (1
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Obr. 25: Nyquistova frekvencéna charakteristika.

7 priebehu frekvenc¢nej charakteristiky, ktory je zobrazeny na Obr. 25 je vidiet, ze
systém je nestabilny, pretoze v smere narastu frekvencie prechadza frekvenéna charakte-
ristika vlavo od kritického bodu.

Ulohy na samostatné cvicenie:
1. V casovej a vo frekvencnej oblasti postdte stabilitu systému, ktory je popisany
diferencidlnou rovnicu:
y (t) + 6y (t) + 13y(t) = u(t)
pre nulové pociatoéné podmienky ak u(t) = u(t).

2. Pomocou algebraickych metéd vysetrite stabilitu systému, ktorého prenosova fun-

kcia mé tvar: )

F =
() P® +3.2p2 + 4.61p + 12.03

3. Pomocou algebraickych metdd vysetrite stabilitu systému, ktorého prenosova fun-
kcia ma tvar:

1
F =
W)= i =2

4. Zostrojte frekvencné charakteristiky a vysetrite stabilitu systému pre tlohy na sa-
mostatné cvicenie uvedené v kapitole 6.

39



11 Diskrétne systémy

11.1 Z-transformacia

Z-transforméacia je pravidlo, pomocou ktorého sa postupnost ¢isel konvertuje na funkciu
komplexnej premennej z, (z = ePT). Pre diskrétny ¢as k je definovand vztahom:

Fz) = i J(KT)=, (37)

kde T je periéda vzorkovania. Inverzni Z-transforméaciu poc¢itame podobne ako LT, a to
rozkladom na parcidlne zlomky alebo pomocou transformac¢ného slovnika.
Priklad 11.1. Vypocitajte Z-transforméciu jednotkového skoku pu(t).

Z{ut). 2} = Y pkT)= = Yt = Y = =

Z-transformécie niektorych dalsich zdkladnych funkcii stt uvedené v Prilohe 2.
Medzi zékladnt vlastnost, ktort budeme dalej vyuzivat patri veta o oneskoreni. Pre
diskrétnu postupnost f(k — m) modZeme napisat:

flk—=m) + z"™F(z) (38)

Dalgie dolezité vlastnosti Z-transforméacie st uvedené napriklad v [4, 9, 17].

11.2 Diferen¢né rovnice a diskrétne prenosy systémov

Existuje viacero rovnocennych vyjadreni linedrnych diskrétnych systémov. Zavisi to od
ciela, na ktory méa byt vyjadrenie pouzité.

Linearny systém mozeme vyjadrit ako linedrnu kombindciu minulych vystupov, si-
c¢asného a minulych vstupov. Potom pre vystup systému n-tého radu plati:

y(k) = bou(k) + byu(k — 1) + ... + bpu(k —m) —ayy(k — 1) — ... —ay(k —n), (39)

kde by, by,...,b, a ay,as,...,a, su konstanty.
Priamou Z-transformdciou diferen¢nej rovnice (39) a uplatnenim vety o oneskoreni
(38), mozeme ziskat vyjadrenie v tvare diskrétnej prenosovej funkcie:

_ Y(z7Y  by+bizt+. . bz
F(z) = — m 40
(=) U1 14+amz'+...+az" (40)

Pri tomto vyjadreni sa predpokladaji nulové pociatocné podmienky. Pre prenosy dis-
krétnych systémov platia rovnaké pravidla algebry prenosov ako pre spojité systémy.

11.3 Diskretizacia spojitych systémov

Postup na ziskanie diferen¢nej rovnice z diferencidlnej rovnice (diskretizacia) mozeme
zhrnit do niekolkych nasledujicich bodov:
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e diferencialy v diferencidlnej rovnici nahradime diferen¢nym vyjadrenim,
e stanovime diskrétnu prenosovu funkciu systému,

e inverznou Z-transformaciou uréime diferenént rovnicu systému.

Na diskretizaciu spojitych systémov budeme vyuzivat numericky derivator v Tustino-
vom tvare HI (z!) alebo metédu prvej diferencie H! (z7'):

men - 2Es] men -] (1)

Popisany postup je ilustrovany na nasledujicom priklade.
Priklad 11.2. Diskretizujte spojity dynamicky systém, ktory je popisany diferencial-
nou rovnicou
0.7414y" (t) + 0.2313y (t) + y(t) = u(t),

diskretizdciu urobte pomocou Tustinovho operatora HZL (z71).
Pre casy vzorkovania ¢t = kT prepiSseme uvedenu diferencidlnu rovnicu na tvar:

0.7414y" (kT) + 0.2313y (kT) 4 y(kT) = u(kT)
Pouzitim Tustinovho operatora a Z-transforméacie dostavame

2
21—2z71

Y 2313 | =
] (2) +0.23 3[T1+Zl

21—z2"
0.7414 | =
[T 14271

] Y(2)+Y(2) =U(2)

Upravou dostavame

2.96561 — 2271 4 272 0.46261 — z 71
—— | Y(?) + —
T2 1422714272 T 14271

) Y(2)+Y(2) =U(z)

Dalsou tipravou potom dostdvame tvar
[(T? 4 0.4626T + 2.9656) + (2T% — 5.9312)2 " + (T? — 0.4626T + 2.9656)2 2] Y (2) =
=[T?+ 272+ T?27%U(2)
Vyjadrenim Z-transformécie vystupu dostaneme
Y(2)
kde pre keficienty prenosu pre nas pripad plati:

B T’ b 27 ) T’
T T%40.46267 +2.9656° ' T2+ 0.46267 +2.9656" © T2+ 0.46267 + 2.9656’

o by + blzfl + ngﬁZ
N 1+ a12_1 + CLQZ_2

U(z),

bo

272 — 5.9312 T? — 0.4626T + 2.9656
= a pug
T? + 0.4626T + 2.9656" - T2+ 0.4626T + 2.9656

Diferen¢né rovnica mé potom vysledny tvar

y(k) = bou(k) + byu(k — 1) + bou(k — 2) — ary(k — 1) — agy(k — 2),

ai

(42)

pri¢om pre koeficienty diferen¢nej rovnice platia vztahy (42).
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11.4 Diskrétne PSD regulatory

PSD regulatory su diskrétnym ekvivalentom ku PID reguldtorom. Diskrétna prenosova
funkcia regulatora ma tvar:

Gtz gee?
N 11—zt
Parametre qo, q1, ¢2 sa daji prepocitat z parametrov PID reguldtora (22), pre periédu
vzorkovania T podla zvolenej metédy integrovania. Pre lichobeznikovi metédu integro-
vania sa prepocet da urobit podla nasledujicich vztahov:

Pri diskrétnom riadeni je velmi délezitou tlohou volba periédy vzorkovania. Niektoré
doporucenia na jej volbu si uvedené napriklad v [9, 17].

F.(z7h (43)

q0:K+

11.5 Kiritéria stability diskrétnych systémov

Stabilitu diskrétneho systému mozeme postudit vySetrovanim charakteristickej rovnice.
7Z diskrétnej prenosovej funkcie (40) vyplyva, ze charakteristickd rovnica mé tvar:

l4+az'+...4a,2"=0 (44)
Charakteristickl rovnicu (44) upravime na tvar:

a2t +a, =0 (45)
Po vypoditani korenov (pdlov) z;, (i = 1,2,...,n) z charakteristickej rovnice (45) posi-
dime stabilitu nasledovne:

|zil <1 pre i=1,2,... n. (46)

V pripade ak je charakteristickd rovnica vysSieho radu, tak mdzeme na posidenie
stability vyuzit algebraické kritéria stability, napr. Hurwitzove kritéria.

Priklad 11.3. Posudte stabilitu diskrétneho systému, ak charakteristickd rovnica mé
nasledujuci tvar:

(z—=0.2)[z— (0.5 —0.29)][z — (0.54+0.24)] =0
Uvedend charakteristickd rovnica ma tieto korene:
21 =02, 23=05%0.2¢

Podla kritéria stability (46) je zrejmé, ze |z| = 0.2, |z23| = \/(0.5)2 + (0.2)2 = 0.538.
Moduly koreiiov charakteristickej rovnice spliiaji podmienku (46) = systém je stabilngj.

Ulohy na samostatné cvicenie:
1. Posudte stabilitu diskrétneho systému z Prikladu 11.2., pre periédu vzorkovania
T=1[s]aT=5]s|.

2. Diskretizujte vyslednt diferencidlnu rovnicu uzavretého regula¢ného obvodu, pri-
c¢om riadend ststava a navrhnuty PD aj PID reguldtor st uvedené v kapitole 8
v tlohe na cvi¢enie ¢. 1 a postudte stabilitu pre periédu vzorkovania T = 1 [s].
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12 Nelinearne spojité systémy

12.1 Definicia nelinearnych systémov

V kapitolach 1 az 10 sme sa obmedzili na vySetrovanie vlastnosti dynamickych systémov
so sustredenymi parametrami, ktoré boli popisané linearnymi diferencidlnymi rovnicami
s konStantnymi koeficientmi.

Nelinedrne ststavy sa také, pri ktorych neplati princip superpozicie [10]. Metédy
z oblasti linedrnych systémov st nepouzitelné pre nelinedrne systémy, resp. platia len ako
priblizné metody v niektorych Specifickych pripadoch. Vicésina dynamickych systémov
je nelinearna. Linearne systémy su iba idealizaciou pre tzky okruh realnych systémov
v obmedzenom rozsahu ich prevadzkovych stavov.

12.2 Matematicky popis nelinearnych systémov

Nelinedrne systémy sa daji popisat diferencidlnou rovnicou vo vSeobecnom tvare [10, 18]:

d"v(t)
dtm

= flo(t), v (t), ..., 0"V (@), u(t), ] (47)

Diferencialnu rovnicu (47) mozeme rozlozit na n diferencidlnych rovnic 1. radu v ka-
nonickom tvare

zilt)

e gilz1(t), 22(t), ..., x,(t)], pre i=1,2,....,m;

kde z;(t) su stavové premenné a g; st nelinedrne funkcie.

Tento rozklad na kanonicky tvar je zakladom metdd stavového priestoru a pouziva sa
na posudzovanie stability rovnovaznych stavov nelinearnych systémov a to algebraickymi
metédami alebo posudzovanim priebehov fazovych portrétov.

12.3 Linearizacia

Pri vySetrovani nelinedrnych systémov sa ¢asto postupuje cestou linearizacie, ¢im sa tiloha
prevadza na rieSenie linearnych systémov. Presnost dosiahnutych vysledkov zavisi od spl-
nenia podmienok linearizacie. Metdda linearizacie nie je vhodna pre systémy s typickymi
nelinearitami.

Majme nelinedrny systém opisany vztahom

y:f(xlax%“'axn)a (48)

kde y je vystup zo systému (alebo jeho n-ta derivacia), z; si vstupné alebo vystupné
premenné (alebo ich (n — 1)-va derivicia) a f je nelinedrna funkcia.

Ak je funkcia (48) analytickd a v okoli pracovného bodu je spojité a diferencovatelns,
je mozné rozvinut ju do Taylorovho radu v okoli pracovného bodu. Ak uvazujeme iba
prvé dva c¢leny radu, dostavame linearnu diferencialnu rovnicu ako nahradu nelinearnej
rovnice, ktord plati v okoli pracovného bodu.
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12.4 Zakladné nelinearity

Systémy obsahujice typické nelinearity nie je mozné vySetrovat metddou linearizacie
a metdda stavového priestoru musi byt pre ne modifikovana. Medzi typické nelinearity
patria napriklad: relé, hysterézia, nasytenie, pdsmo necitlivosti a iné.

'Y 'Y

> > / > >
u u / u u

(a) Relé (b) Hysterézia (c) Nasytenie (d) Necitlivost

Obr. 26: Statické charakteristiky typickych nelinearit.

Dalej je mozné nelinearity rozdelif na nelinearity parazitné a na nelinearity iamyselne
zavedené [10]. Parazitné nelinearity existuju takmer v kazdom redlnom systéme (napr.
trenie, pAsmo necitlivosti zosiliiova¢ov, zubova vola v prevodoch, atd.). Umyselne zave-
dené nelinearity mozu byt napr. oscilatory, usmernovace, dvojpolohova regulacia a pod.

12.5 Stabilita nelinearnych systémov

Nelinearne systémy mozu mat niekolko rovnovaznych stavov. NajcastejSie skimame sta-
bilitu systému v okoli rovnovazneho stavu. Rovnovaznym stavom je kazdy bod v stavovom
priestore, v ktorom sa stav systému bez zmeny vonkajsieho pésobenia nemeni. Pre rov-
novazny stav plati: Ccll—f = 0. Ak posudzujeme stabilitu pre pociatocéné stavy na urcitej
oblasti, ktord obklopuje rovnovazny stav, hovorime o lokalnej stabilite. Pre nelinearne
systémy skiimame stabilitu v malom a stabilitu vo velkom.

Na sktimanie stability v malom je potrebné poznat matematicky model nelinearneho
systému, ktory je zapisany v kanonickom tvare. Tento model linearizujeme pre okolie
rovnovazneho stavu a potom posudzujeme stabilitu ako pre linearny systém.

Majme model nelinearneho systému, ktory je zapisany v kanonickom tvare:

jjl - fl(xlax% e 7xn)7
l.'Q = f?(l'la Ta, ... 7xn)7
jjn:fn(xlax%'“axn)a (49)
kde fi, fo,..., fn s nelinearne funkcie.
Ozna¢me tiez vektor stavovych veli¢in ako Z = [zy, 1y, ..., z,]T. RovnovéZne stavy st

potom dané singularnymi bodmi systému, ktoré ziskame rieSenim rovnic
0= fl(xlax% cee axn)a
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0= f2(x17x27 ce axn)a

0= fu(x1,29,...,2,), (50)

a rieSenie oznac¢ime x¢ = [zt 2% ... 2 ]T. Ak funkcie fi, fo,..., f, rozvinieme do Tay-
lorovho radu v okoli kazdého singularneho bodu a obmedzime sa iba na ¢leny s prvymi
derivaciami (linearizacia), potom dostavame

N P on .
a(xl_xle) - axl (xl xle)++axn('xn xne)’

d . Ofn i Ofn i
=) = T —al) ok G = el 651)
alebo v skratenom maticovom tvare
d ) ) )
@ —we) = J(ze)[r — =], (52)

kde J(x%) je Jacobiho matica. Stabilita systému sa urci z charakteristickej rovnice
pl = J(x,) =0, (53)

kde I je jednotkova matica rozmeru [n,n| a p je Laplaceov operator.
Priklad 12.1. Postdte stabilitu v malom systému popisaného diferencidlnymi rovni-
cami v kanonickom tvare:

.1.'1 = —2..Z'1—|—l'1l'2

.I.'Q = —Z9+X1Z9
Na posudenie stability potrebujeme najst rovnovazne stavy zo stustavy rovnic

0 = —2.1’1 + T1T2

= —I9+ X1x2

VyrieSenim stistavy rovnic ziskame dva rovnovazné stavy z! = [0,0]7 a 2? = [1, 2]T. Dalej
zostavime Jacobiho maticu podla vztahu:

9fh  Oh ofr
o1 0o G )
9fs Of2 Of2
J(x) _ 8:3:1 Ox2 Oxnp
Ofn  Ofn Ofn
o1 Oxo e OTn

Jacobiho matica zostavena pre nas pripad méa potom tvar:

. -2+ T2 T
J(ZL‘) - i) —1 + I
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Pre prvy rovnovazny stav z! a ziskant Jacobiho maticu moZeme charakteristickl rovnicu
(53) rozpisat na tvar:

10 -2 0| |p+2 O
01| |0 —1] | 0 p+1
Korene charakteristickej rovnice stt zdporné, p; o < 0, = systém je v rovnovdznom stave
x! stabilny.

Pre druhy rovnovazny stav x
rovnicu (53) rozpisat na tvar:

pl—J(z}) =p

‘ (2 (p+1) = pr = 2,5 = —1

2

2 a ziskana Jacobiho maticu méZzeme charakteristick

10 01 p -1
— 1 = — = — 2 — _ — —
p[ J(xe) p 0 1 2 0 ‘ ’ -9 P b 2= J4! \/57]92 +\/§
Jeden koren charakteristickej rovnice je kladny, p; < 0, po > 0 = systém je v rovnovdZnom
stave x* nestabilny.

Na skiimanie stability vo velkom (Ljapunova metéda) je tiez potrebné poznat matema-
ticky model nelinedrneho systému. Stabilny systém musi splihaf nasledujiice podmienky:

1. Musi existovat funkcia V(xq, 2o, ..., x,) a tiez derivacie % prei=1,2,...,n;
2. Funkcia je pozitivne definitnd v oblasti Q, t.j. V(z1,xe,...,2,) > 0;

3. Derivacia funkcie podla ¢asu je negativne definitna v oblasti €2, t.j. % <0.
Priklad 12.2. Posudte stabilitu vo velkom systému popisaného diferencidlnymi rov-
nicami v kanonickom tvare:
.1.'1 = —I;+ X9
.I.'Q = —I — T2
Na posudenie stability potrebujeme néajst rovnovazne stavy zo stustavy rovnic
0 = —T1 + To
0 = —a°—a
VyrieSenim stistavy ziskame jeden rovnovazny stav ! = [0, 0]%.
Na postdenie stability zvolime funkciu V(zy,z5) = 27 + 22, ktord splia prvé dve
podmienky. Dalej je potrebné zistit, ¢ je splnend aj tretia podmienka.
av
dt
Z uvedeného vyplyva, Ze je splnend aj tretia podmienka = systém je stabilny vo velkom.

= 2.01.(—x1 + 33) + 2.29.(—2} — 29) = —2.(xF + 25 + z1212(27 — 1))

Ulohy na samostatné cvicenie:

1. Uvedte priklady nelinedrnych systémov a napiSte ich matematické modely.

2. Posudte stabilitu (v malom aj vo velkom) systému popisaného diferencidlnymi rov-
nicami v kanonickom tvare:

. 2
T = —x1+ x5

Ty = T — Ty
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13 Spojité systémy neceloc¢iselného radu

13.1 Uvod

Derivacia a integral necelociselného radu nie st novym matematickym néastrojom. Prva
pisomna zmienka sa datuje do roku 1695, kde v liste medzi Leibnizom a L’Hospitalom
bola spomenuta derivacia poloviéného radu. Tento matematicky aparat bol doménou
matematikov a vyuzival sa hlavne pri modelovani fyzikalnych systémov. S vyuzitim tychto
nastrojov v automatickom riadeni sa zacalo iba v poslednych rokoch (napr. [3, 13, 14]).

Reéalne systémy maji nekone¢nt pamét, to znamena, ze aktualny stav systému zavisi
od vsetkych jeho minulych stavov. Prave tento fakt je zahrnuty v modeloch, ktoré vyuzi-
vaju derivaciu neceloc¢iselného radu. Modely celoc¢iselného radu uvazuji iba s obmedzenou
pamiitou (oneskorenie 1,2,3,... rddu).

Pri praktickych vypoctoch v8ak mozeme narazit na problém s velkou pamétou. Na
tento ucel je vhodné vyuzivat numerické metédy vypoctu derivacii a integralov nece-
loc¢iselného radu, kde je vyuzivany princip ”kratkej paméte”. Tento princip vyuziva na
vypocet aktudlnej hodnoty iba niekolko hodndt z histérie. Ostatné hodnoty maji vply-
vom vahovych koeficientov maly vplyv na novit hodnotu a st z vypoc¢tu vynechané.

13.2 Derivacia a integral necelociselného radu

Derivaciu a integral necelo¢iselného radu mézeme vyjadrit pomocou spolo¢ného operatora
oDy, kde a a t s hranice operacie. Na vyjadrenie sa vo vSeobecnosti pouzivaji dve
definicie [14]. Riemann - Liouvilleova definicia ma tvar:

D0 = o [ (54

pre (n —1 < a <n) a kde I'(.) je Eulerova Gamma funkcia.
Griinwald - Letnikova definicia derivacie necelo¢iselného radu mé nasledujtci tvar:

h

D20 = iy 3 (19 () e ), ()

=0

s
IS}

kde [z] znamen4 cela ¢ast x.
Numericka aproximéciu operatora necelociselného radu o mézeme vyjadrit z Griin-
wald - Letnikovej definicie (55) v tvare:

k «
(b—r/m DR (t) = BT D (=1)! (j; )fkj, (56)

=0
kde L je dlzka ”"kritkej pamite”, h je ¢asovy krok vypocétu (periéda vzorkovania)
a (—1)7 i]a) stt binomické koeficienty cg-ia), (j = 0,1,...). Pre ich vypocet je vhodné
pouzit nasledujici vztah [3]:
1 +
§F =1, = <1 _ 1+ (&a) O‘)> =y (57)
J

Na zefektivnenie vypoc¢tov budeme vyuzivat vyssie spominany princip kratkej paméte.
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Laplaceova transformécia derivacie/integralu necelo¢iselného radu mé tvar [14]:

o n—1
| emaDp it dt = pF(p) = Y0 oDp (0], pre(n—1<a<n). (58)
k=0

13.3 Sustavy neceloéiselného radu

Regulované sustavy necelociselného radu budu reprezentované diferencidlnou rovnicou vo
vSeobecnom tvare:

an D7 y(t)+. . +ay D y(t)+ao DPy(t) = by Dfru(t)+. . 4by Dftu(t)+bo Dioul(t), (59)
kde Ok, ax, (K =0,1,2,...) st vo vSeobecnosti redlne ¢isla, 8, > ... > 1 > [y, q, >

o> ap > apaagby (k=0,1,2,...) st lubovolné konstanty. Diferencidlnej rovnici (59)
zodpoveda prenosova funkcia
Y(p)  bup® 4 ...+ bip™ + bop™®

Fals) = - 60
®) Ulp)  app® + ...+ aipP + aop (60)

13.4 Regulatory necelociselného radu

Regulator necelociselného radu bude reprezentovany diferencidlnou rovnicou necelocisel-
ného radu v tvare [14]:

u(t) = Ke(t) +T; D e(t) + Ty Dle(t), (61)
ktorej zodpoveda prenosova funkcia vo vSeobecnom tvare:
Ulp) T, p
F.(p)=—=—%=K+—+Typ°, 62
®)=F (p) pr e (62)

kde X a ¢ st Tubovolné reédlne ¢isla (A, 0 > 0), K je proporcionalna konStanta, T; je integ-
ra¢na konstanta, T, je deriva¢na konstanta, A je rad integrovania a J je rad derivovania.

Ak uvazujeme A = 1 a 0 = 1, tak dostaneme klasicky PID regulator. Ak A = 0
a/alebo T; = 0, dostaneme P D? regulator a pod. Vietky uvedené typy regulatorov st len
partikularnymi pripadmi PI*D° regulatora necelo¢iselného radu, ktrory je viac flexibilny
a dava lepsie vysledky pri riadeni redlnych systémov [13].

13.5 Modelovanie a simulacia regula¢nych obvodov

Vyslednu diferencidlnu rovnicu necelo¢iselného radu uzavretého regula¢ného obvodu mo-
zeme odvodit podla pravidiel algebry prenosov a postupu, ktory je uvedeny v kapitole 7
pre linedrne spojité systémy celociselného radu. Tento postup je demonstrovany na si-
stave popisanej dvojélennou diferencidlnou rovnicou a PD? reguldtore necelo¢iselného
radu a je uvedeny v nasledujicom priklade.

Priklad 13.1. Odvodte vysledny vztah pre simulaciu regula¢ného obvodu (impulzova
a prechodova charakteristika) necelo¢iselného radu ak dvojclennd diferencidlna rovnica
regulovanej sustavy (Ziari¢-pyrometer) ma parametre:

ay = 39.69, ap =0.598, B, =1.26, By =0, by =1.0, a9y =0 (63)
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a PD? regulator navrhnuty na ziadant mieru stability S; = 2.0 m4a koeficienty:
K =64.47, T; =4899, 6 =0.5 (64)

Diferencialnu rovnicu uzavretého regulacného obvodu odvodime pomocou algebry pre-
nosov a Laplaceovej transformécie (58). Pre nas pripad dostavame nasledujtcu diferen-
cidlnu rovnicu necelociselného radu pre uzavrety regulacny obvod

a1 oDy (t) + Ty o D2y (t) + (ag + K)y(t) = K w(t) + Ty oD2w(t) (65)

Diferencidlnu rovnicu (65) s vyuzitim vztahu (56) prepiseme na diferen¢ni rovnicu:

k k k
Kuwy, + Tyh™? 'Zo cgé)wk_j —ah™™ '21 cgﬂl)yk_j — T h™? '21 cgé)yk_j
= = =

Y — ) 66
alh—ﬁlcg’gl) + Tdh—‘sc((fs) + (ag + K) (66)

pre (k = 1,2,...), kde yo = 0. Pre w(t) = J§(¢) plati: wy = 1/h, w; = 1/h a wy = 0,

(k=2,3,...), pre w(t) = u(t) plati: woy =0, w; =0 aw, =1, (k=2,3,...).
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(a) Impulzové charakteristika (b) Prechodové charaktersitika

Obr. 27: Charakteristiky regula¢ného obvodu vypoéitané z (66).

Na Obr. 27 st zobrazené charakteristiky regula¢ného obvodu (65) s parametrami
ststavy (63) a konsStantami reguldtora (64) pre ¢as simuldcie ¢ = 5[s] a krok h = 0.01.
Pre uvedeny cas simuléacie sme ziskali nasledujice hodnoty vybranych kritérii akosti:
S, =0.3901, P, =1.015 a T, = 1.08.

Uloha na samostatné cvienie:

1. Odvodte vysledny vztah a simulujte regula¢ny obvod, ak parametre regulovanej
stustavy st: as = 0.8, a; = 0.5, a9 = 1.0, B = 2.2, B; = 0.9, By = 0 a konStanty
regulatora si: K = 50.15, T; = 392.82, T; = 24.98, 6 = X\ = 0.90 pre ¢as t = 5[s].
Posudte tiez pre zadany cas nasledujice vybrané kritéria akosti: S,, P, a T,.
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Priloha 1: Slovnik Laplaceovej transformacie

ft), t>0 F(p)
(1) 1
o(t — kT) e MP
p(t) ;
p(t —a) ,e
" ne NT pniif
oot pj%a
t"e " ne NT (p+Z;n+1
sin(wt) e
L e sin(wt) (p_a§2+w2
e sin(wt) e
L gin(wt) m
cos(wt) o
t cos(wt) (7%’2%"227?
e cos(wt) L
t e cos(wt) [(gjjo(j;)zz;jzz]z
v v
L1 =) p(piroz)
el eIl 1
—a (p+a)(p+5)
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Priloha 2: Slovnik diskrétnej Z-transformacie

f(t), t>0 F(z)
0 ]
o(t — kT) P
plt) o
t Tz
(2=1)2
42 T22(2+1)
(—1)°
e—at Z_ez—aT
-« ze ol
te (ZT_eiaT)Q
2 T Telape™)
. zSIN(wT)
sin(w?) 22222 COS(wT)+1
ot —TsIn (wT
e ! SIH(Wt) zZ—Qzero‘T COS((S%)—)FeZO‘T
2(z—COS(wT))
cos(wt) 22-22C08(wT)+1
22 —ze—0d w
e~ cos (Wt) 22—2ze—oT COSC(Z?()—E;)_QO‘T
] — et z(1—e 1)

(z—1)(z—e—0T)

be Bt — ge—ot

z[z(b—a)— (be*O‘T —aeiﬁT)]
(z—e= 0T (z—e=PT)

Priloha 3: Eulerove vztahy

e~ = cos(wt) = i sin(wt)
e + e ™ = 2cos(wt)

et — e = 2 sin(wt)
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