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Predslov

Tieto návody na cvièenia z predmetu Teória automatického riadenia boli vydané pre
poslucháèov IV. roèníka vysoko¹kolského ¹túdia, odboru: Riadenie procesov získavania
a spracovania surovín, smer: Technologický managemet, na Fakulte BERG, Technickej
univerzity v Ko¹iciach.

Cieµom predkladaného textu je poskytnú» poslucháèovi návod na rie¹enie úloh z ob-
lasti automatického riadenia. Obsah týchto cvièení systematicky nadväzuje na predná¹ky
uvedeného predmetu a opiera sa o vedomosti získané v predmetoch Matematika, Mate-
matické základy automatizácie, Modelovania a simulácia procesov, Identi�kácia systémov
a Riadenie technologických procesov. Niektoré ïal¹ie potrebné informácie je mo¾né nájs»
aj v publikáciách uvedených v zozname pou¾itej literatúry.

Obsah skrípt sa týka teórie lineárnych systémov (spojitých aj diskrétnych), neline-
árnych systémov (spojitých) a systémov s deriváciami neceloèíselného rádu. Náplò je
rozdelená do trinástich cvièení a obsahuje rie¹ené a nerie¹ené úlohy z danej problema-
tiky. Skriptá sú iba úvodom do podrobnej¹ieho ¹túdia tejto problematiky a umo¾òujú
orientova» sa v problematike teórie automatického riadenia.

Touto cestou chcem tie¾ poïakova» Doc. Ing. ¥ubomírovi Dorèákovi, CSc. a Ing.
Jánovi Terpákovi, CSc. za preèítanie rukopisu a lektorovanie týchto skríp a za ich cenné
rady a pripomienky.

Ko¹ice, marec 2001 Autor
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1 Základné pojmy v teórii automatického riadenia

1.1 Velièiny automatického riadenia

Základné velièiny pou¾ívané v automatickom riadení uvádza Tab. è. 1:

Tab. è. 1: Velièiny automatického riadenia.

Názov velièiny Oznaèenie

¾iadaná hodnota w
regulaèná odchýlka e
riadiaca velièina u
akèná velièina a
riadená velièina y
stavová velièina x
porucha z

V¹etky uvedené oznaèenia velièín sa vyu¾ívajú pri popisoch regulaèných obvodov ako aj
samotných regulátorov a regulovaných sústav.

Ïalej sú uvedené niektoré dôle¾ité pojmy, ktoré sú nevyhnutné pre správne pomeno-
vanie zariadení pou¾ívaných v automatizácii a èinností v nich vykonávaných.

Procesy predstavujú vnútorné vz»ahy v systéme, t.j. spôsob transformácie vstupov
do systému na výstupy. Èinnos» je výsledok procesu, t.j. proces predstavuje realizáciu
èinností. Základné procesy sú výkonné a riadiace [8, 15]:

• výkonné procesy - uskutoèòujú výkonnú èinnos». V technických systémoch sú to
hmotné transformácie a na ich uskutoènenie je potrebná energia. Výkonné procesy
ïalej delíme na:

{ technologické procesy - sú výkonné procesy, v ktorých sa uskutoèòuje spraco-
vanie (transformácia vstupných materiálov),

{ výrobné procesy - sú výkonné procesy, v ktorých sa uskutoèòuje výroba vý-
robkov, pozostávajúca z technologických a manipulaèných procesov.

• riadiace procesy - zabezpeèujú riadenie, t.j. uskutoèòovanie výkonných procesov.
Nazývajú sa tie¾ kybernetické. Uskutoèòujú sa v nich riadiace èinnosti.

Ïal¹ími dôle¾itými pojmami sú automatizácia a regulácia. Pod automatizáciou roz-
umieme pou¾ívanie takých zariadení, ktoré oslobodzujú èloveka nielen od fyzickej ale
aj du¹evnej riadiacej práce. Jednotlivé dielèie èinnosti èiastoène alebo úplne preberajú
automaty alebo poèítaèe. Regulácia je udr¾iavanie urèených velièín procesu na vopred
urèených, najèastej¹ie na kon¹tantných hodnotách.

Základnou úlohou systémov riadenia je realizácia automatického riadenia vo forme
automatizovaných systémov riadenia technologických procesov (ASRTP). ASRTP patrí
medzi významné oblasti aplikácie kybernetiky, ktorá je jeho teoretickým základom. V¹e-
obecnos» teórie automatického riadenia (TAR) umo¾òuje vyvinú» systémy riadenia pre
rôzne objekty podµa jednotlivých princípov, berúc do úvahy zvlá¹tnosti týchto objektov
len pri projektovaní informaèného systému a vstupu riadiacich akcií do objektu.
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1.2 Spôsoby riadenia

V TAR rozli¹ujeme tri základné typy riadenia, ktoré sa vyu¾ívajú jednotlivo alebo vo
vzájomnej kombinácii pri tvorbe ASRTP. Patria sem [4, 5, 8]:

1. Dopredné riadenie:

Ovládacie
zariadenie

Objekt

vstup výstup

Obr. 1: Dopredné riadenie.

Tento spôsob otvoreného riadenia je zobrazený na Obr. 1. ®iadaná výstupná hod-
nota je privádzaná do ovládacieho zariadenia, ktoré dopredu podµa daného prog-
ramu nastavuje riadiacu velièinu objektu.

2. Kompenzaèné riadenie:

Kompenzátor
(Regulátor)

Objekt

vstup výstup

porucha

Obr. 2: Kompenzaèné riadenie.

Kompenzaèný spôsob riadenia je zobrazený na Obr. 2. Je to tie¾ otvorený riadiaci
obvod. ®iadaná výstupná hodnota je privádzaná do kompenzátora, resp. regulátora,
ktorý upravuje aj vzhµadom na pôsobiacu poruchu riadiacu velièinu objektu. Toto
riadenie kompenzuje vplyv okolia na objekt.

3. Spätnoväzobné riadenie:

Porovnanie Regulátor Objekt

Meranie

vstup výstup

Obr. 3: Spätnoväzobné riadenie.

Uzavreté riadenie zobrazené na Obr. 3 je spätnoväzobné. ®iadaná hodnota je porovná-
vaná s meranou skutoènou hodnotou. Na základe vzniknutého rozdielu (chyby) regulátor
upravuje riadiacu velièinu objektu.
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1.3 Spätnoväzobný regulaèný obvod

V ïal¹om budeme pre názornos» pou¾íva» spätnoväzobný tvar regulaèného obvodu, ktorý
je zobrazený na Obr. 4.

Regulátor Sústava
w e u y

-

z

Regulátor Sústava

Obr. 4: Spätnoväzobný regulaèný obvod.

Vo spätnoväzobnom regulaènom obvode sú na popis vyu¾ité procesné velièiny, ktoré
sú uvedené v èasti 1.1, v Tab. è. 1.

Do rozdielového èlena regulaèného obvodu vstupuje ¾iadaná hodnota w a skutoèná
riadená velièina y. Výsledným rozdielom je regulaèná odchýlka e, e = w − y. Regulaèná
odchýlka e vstupuje do regulátora, ktorý na jej základe stanoví riadiacu velièinu u. Ria-
diaca velièina u a tie¾ poruchová velièina z vstupujú do riadeného objektu. Pomocou
riadiacej velièiny u sa stanovuje ¾iadaný výstup z objektu. Priamy zásah na objekte sa
vykonáva tzv. akènou velièinou a, pre ktorú platí: a = f(u). Vo viacerých prípadoch je
¾iadanou hodnotou kon¹tanta. Vtedy hovoríme o regulácii na kon¹tantnú hodnotu. Tento
základný typ spätnoväzobného riadenia sa niekedy nazýva aj stabilizácia.

Príklad 1.1. Typickým jednoduchým príkladom na spätnoväzobné riadenie mô¾e by»
napríklad vykurovanie rodinného domu. V takom prípade ide o reguláciu teploty vnútor-
ného prostredia. Teplota vnútorných priestorov je snímaná teplomerom. Nameraný udaj
je porovnávaný s po¾adovanou nastavenou teplotou a vzniknutý rozdiel je privedený do
regulátora. Regulátor potom nastavuje riadiacu velièinu (napr. mno¾stvo plynu v prípade
vykurovania plynom). Vykurovanie rodinného domu by sa dalo rie¹i» aj programovým
riadením alebo aj kompenzaèným riadením.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Popí¹te základné velièiny automatického riadenia.

2. De�nujte proces a vymenujte základné procesy.

3. Èo je to automatizácia ?

4. Èo je to regulácia ?

5. Aká je základná úloha ASRTP a TAR ?

6. Vymenujte a popí¹te základné spôsoby riadenia.

7. Nakreslite a popí¹te spätnoväzobný regulaèný obvod.

8. Uveïte príklady na spätnoväzobné riadenie.
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2 Laplaceova transformácia

2.1 De�nícia a vlastnosti Laplaceovej transformácie (LT)

Laplaceova transformácia (LT) je typom integrálnej transformácie a predstavuje matema-
tický aparát, ktorý zjednodu¹uje analýzu a syntézu regulaèných obvodov. Je de�novaná
nasledujúcim vz»ahom (napr. [1, 4, 5, 6, 11], atï.):

F (p) = ${f(t)} =
∫ ∞

0
f(t)e−ptdt (1)

Inverzná LT je de�novaná ako

f(t) = $−1{F (p)} = 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
F (p)eptdp, (2)

kde p = r+ iω je komplexné èíslo a c je kon¹tanta zvolená tak, aby v polrovine Re(p) > c
nemala funkcia F (p) ¾iadne singulárne body.

Aby funkcia f(t) bola transformovateµná do Laplaceovej oblasti p, musí vyhovova»
nasledujúcej podmienke: ∫ ∞

0
|f(t)|ertdt < ∞,

kde r ∈ (−∞,∞) a t ∈ 〈0,∞).
Medzi základné vlastnosti LT patria:

1. Linearita a superpozícia:

k1f1(t)± k2f2(t)± . . . ÷ k1F1(p)± k2F2(p)± . . .

2. Zmena merítka:

f(at) ÷ 1
a
F
(
p

a

)

3. Posun v originále:

f(t− a) ÷ e−atF (p)

4. Posun v obraze:

e−atf(t) ÷ F (p+ a)

5. Konvolúcia:

f1(t).f2(t) ÷ F1(p).F2(p)

6. Derivovanie v obraze:

t.f(t) ÷ −dF (p)
dp
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7. Derivovanie podµa inej premennej:

∂f(t, a)
∂a

÷ ∂F (p, a)
∂a

8. Derivovanie v originále:

d(n)

dtn
f(t) ÷ pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f

′
(0)− . . .− f (n−1)(0)

9. Integrovanie v obraze:
1
t
f(t) ÷

∫ ∞

p
F (p)dp

10. Integrovanie podµa inej premennej:

∫ b1

b0
f(t, a)da ÷

∫ b1

b0
F (p, a)da

11. Integrovanie v originále:

∫
. . .
∫

︸ ︷︷ ︸
n−krát

f(t)dtn ÷ 1
pn

F (p)

12. Veta o poèiatoènej hodnote:

lim
t→0

f(t) ÷ lim
p→∞ pF (p)

13. Veta o koneènej hodnote1:

lim
t→∞ f(t) ÷ lim

p→0
pF (p)

2.2 Výpoèet LT integrovaním

Výpoèet integrovaním je mo¾né realizova» vyu¾itím vz»ahu (1) pre priamu LT. Získané
urèité integrály potom rie¹ime priamo alebo pomocou metódy per partes, preto¾e jadrom
LT je exponenciálna funkcia ex.

Príklad 2.1. Vypoèítajte LT funkcie µ(t−a), (posunutý jednotkový skok). S vyu¾itím
de�nièného vz»ahu (1) alebo vlastnosti 3, dostávame nasledujúci integrál:

${µ(t− a)} =
∫ ∞

0
µ(t− a)e−ptdt =

∫ ∞

a
e−ptdt =

[
−1

p
e−pt

]∞
a

=
1
p
e−ap

1Túto vetu nie je mo¾né pou¾i» v prípade ak polynóm v menovateli funkcie F (p) má kladné korene
(póly), to znamená, ¾e ide o nestabilný systém.
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Príklad 2.2. Vypoèítajte LT funkcie f(t) = cos(ωt). S vyu¾itím de�nièného vz»ahu
(1) a Eulerových vz»ahov (pozri Prílohu 3), dostávame nasledujúci integrál:

${cos(ωt)} =
∫ ∞

0
cos(ωt)e−ptdt =

1
2

∫ ∞

0
(eiωt + e−iωt)e−ptdt =

=
1
2

∫ ∞

0
(eiωt−pt + e−iωt−pt)dt =

1
2

∫ ∞

0
(eiωt−pt)dt+

1
2

∫ ∞

0
(−eiωt−pt)dt =

=
1
2

[
et(iω−p)

iω − p

]∞
0

+
1
2

[
et(−iω−p)

−iω − p

]∞
0

= −1
2

1
iω − p

+
1
2

1
iω + p

=

=
1
2

(
1

iω + p
− 1

iω − p

)
=

1
2

−2p
i2ω2 − p2

=
p

ω2 + p2

Túto úlohu je mo¾né vyrie¹i» aj pomocou metódy integrovania per partes.

2.3 Výpoèet LT cez transformaèný slovník

Väè¹inu funkcií pou¾ívaných v TAR je mo¾né previes» do Laplaceovej oblasti priamo
pomocou transformaèného slovníka, ktorý je uvedený v Prílohe 1. Niektoré zlo¾itej¹ie
funkcie sa dajú rozlo¾i» alebo zjednodu¹i» pomocou známych vz»ahov a potom previes»
do oblasti Laplaceových obrazov.

Príklad 2.3. Vypoèítajte LT funkcie f(t) = sin(ωt). S vyu¾itím transformaèného
slovníka a Eulerových vz»ahov (pozri Prílohu 3), dostávame vz»ah:

f(t) = sin(ωt) =
1
2i

(
eiωt − e−iωt

)
=

1
2i

eiωt − 1
2i

e−iωt

LT potom urèíme pomocou transformaèného slovníka (pozri Prilohu 1) pre funkciu e−at

ako

${sin(ωt)} = 1
2i

1
p− iω

− 1
2i

1
p+ iω

=
1
2i

[
1

p− iω
− 1

p+ iω

]
=

ω

p2 + ω2

2.4 Výpoèet inverznej LT

Pri rie¹ení problémov je potrebná mo¾nos» spätného prechodu od obrazu k originálu
funkcie. Táto operácia sa spravidla robí vyhµadávaním v Laplaceovom transformaènom
slovníku. Èasto je potrebné urobi» urèité úpravy funkcie ako je to ilustrované na nasle-
dujúcom príklade [7].

Príklad 2.4. Urète inverznú LT funkcie F (p) = p
p2−2p+5

s vyu¾itím transformaèného

slovníka. Úpravou zlomku dostávame nasledujúci tvar:

F (p) =
p

(p− 1)2 + 4

podµa vety o posunutí potom dostávame: F (p+ 1) = p+1
p2+22

Tento výraz je pomocou transformaèného slovníka upravený na tvar:

e−tf(t) = cos (2t) +
1
2
sin (2t)
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odkiaµ potom dostávame inverznú transformáciu funkcie v tvare:

f(t) = et
(
cos (2t) +

1
2
sin (2t)

)
V niektorých prípadoch je Laplaceov obraz funkcie zlo¾itý a inverzná transformácia

sa nedá urobi» priamo. Ak funkcia má tvar:

F (p) =
R(p)
Q(p)

=
arp

r + ar−1p
r−1 + . . .+ a1p+ a0

pq + bq−1pq−1 + . . .+ b1p + b0
,

kde R(p) a Q(p) sú polynómy premennej p, prièom Q(p) je vy¹¹ieho stupòa ako R(p),
(q > r), potom sa dá rozlo¾i» na parciálne zlomky. Laplaceova transformácia mô¾e by»
potom vyjadrená ako rad parciálnych zlomkov. V prípade jednoduchých pólov je poèet
zlomkov rovný q, ktoré sú vyjadrené ako

F (p) =
R(p)
Q(p)

=
A1

p− p1
+

A2

p− p2
+ . . .+

Aq

p− pq

Inverziou ka¾dého èlena pravej strany dostaneme originál transformovanej funkcie f(t).
Táto metóda sa dá výhodne pou¾i» vtedy, ak má menovateµ jednoduché póly. V prí-

pade viacnásobných pólov a komplexne zdru¾ených pólov je výpoèet veµmi zdåhavý a ná-
roèný. V takýchto prípadoch je výhodné pou¾i» iné metódy výpoètu koe�cientov (pozri
napr. [2, 1, 4, 5, 7], atï.).

Príklad 2.5. Urète inverznú LT funkcie F (p) = p+2
p(p+1)(p+3)

s vyu¾itím rozkladu na

parciálne zlomky. Úpravou zlomku dostávame nasledujúci tvar:

F (p) =
p+ 2

p(p+ 1)(p+ 3)
=

A1

p
+

A2

p+ 1
+

A3

p+ 3

Roznásobením a porovnaním koe�cientov pri rovnakých mocninách potom pre koe�cienty
A1, A2 a A3 dostávame:

A1 = [pF (p)]p=0 =

[
p+ 2

(p+ 1)(p+ 3)

]
p=0

=
2
3

A2 = [(p+ 1)F (p)]p=−1 =

[
p+ 2

p(p+ 3)

]
p=−1

= −1
2

A3 = [(p+ 3)F (p)]p=−3 =

[
p+ 2

p(p+ 1)

]
p=−3

= −1
6

Inverzná Laplaceova transformácia potom je: f(t) = 2
3
− 1

2
e−t − 1

6
e−3t.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. S vyu¾itím vz»ahu pre priamu LT, Eulerových vz»ahov a metódy per partes urète
obrazy èasových funkcií f(t): = { δ(t), µ(t), t, t2, e−αt, sin(ωt), cos(ωt) }.

2. Doká¾te platnos» vety o linearite LT na funkcii f(t) = 3t+ 2e−3t.

3. Urète inverznú LT k funkcii F (p) = K1

p−a
+ K2

p−b
+ K3

p−c
.
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3 Analytické modely spojitých systémov

3.1 Matematické modely dynamických systémov

Pri tvorbe matematických modelov dynamických systémov sa obmedzíme iba na kyberne-
tické modely. Tento makroprístup ¹tuduje chovanie systému z hµadiska vstupu a výstupu.
Tieto modely sa dajú popísa» pomocou lineárnych diferenciálnych rovníc s kon¹tantnými
koe�cientmi. V¹eobecný tvar takejto diferenciálnej rovnice sa dá zapísa» ako

any
(n)(t) + . . .+ a1y

′
(t) + a0y(t) = bmu(m)(t) + . . .+ b1u

′
(t) + b0u(t), (3)

kde u(t) je vstup do systému a y(t) je výstup zo systému.
Pre názornos» budeme ïalej uva¾ova» matematické modely popísané diferenciálnymi

rovnicami prvého rádu (jednokapacitné sústavy) v tvare:

a1y
′
(t) + a0y(t) = u(t) (4)

a matematické modely popísané diferenciálnymi rovnicami druhého rádu (dvojkapacitné
sústavy) v tvare:

a2y
′′
(t) + a1y

′
(t) + a0y(t) = u(t) (5)

Matematické modely vy¹¹ích rádov budú tie¾ spomenuté ale nebudú rie¹ené.
Laplaceovou transformáciou diferenciálnej rovnice (3) a následnou úpravou dostaneme

prenosovú funkciu systému, ktorú mô¾eme zapísa» ako

F (p) =
Y (p)
U(p)

=
bmpm + . . .+ b1p+ b0
anpn + . . .+ a1p+ a0

(6)

Diferenciálnej rovnici prvého rádu (4) zodpovedá prenosová funkcia sústavy

Fs(p) =
1

a1p+ a0
(7)

a diferenciálnej rovnici druhého rádu (5) zodpovedá prenosová funkcia sústavy

Fs(p) =
1

a2p2 + a1p+ a0
(8)

V prípade ak matematický model sústavy nemá prenosovú zlo¾ku a0, potom hovoríme
o astatickej sústave. Jednoduchým príkladom mô¾e by» nádoba bez výtoku. Prenosová
funkcia takejto sústavy má tvar: F (p) = 1/p. Je to integrátor. Ïal¹im prípadom je naprí-
klad satelitná anténa. Prenosová funkcia má tvar: F (p) = 1/p2. Ide o dvojitý integrátor.

Ïal¹ím pou¾ívaným spôsobom vyjadrenia matematického modelu je zápis v stavovom
priestore. Pri tomto vyjadrení sa vyu¾ívajú stavové premenné systému. Lineárny systém
s koneènou dimenziou n sa dá zapísa» ako

dx(t)
dt

= A x(t) +B u(t),

y(t) = C x(t), t ≥ 0, (9)

pre x(0) = x0, prièom A, B, C sú matice a kde x(t) je stavová premenná. Tento zápis
zohµadòuje poznatky aj o vnútornej ¹truktúre systému.
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3.2 Klasické metódy rie¹enia diferenciálnych rovníc

Z matematického hµadiska je diferenciálna rovnica (3) nehomogénna diferenciálna rovnica,
ktorej rie¹ením je súèet:

y(t) = yh(t) + yn(t),

kde yh(t) je rie¹enie homogénnej diferenciálnej rovnice (prechodová zlo¾ka) a yn(t) je par-
tikulárne rie¹enie (prenosová zlo¾ka). Aby bolo mo¾né rie¹i» takúto diferenciálnu rovnicu,
musia by» zadané aj poèiatoèné podmienky y(0) a y

′
(0).

Uva¾ujme v¹eobecný prípad diferenciálnej rovnice druhého rádu (5). Rie¹enie nájdeme
tak, ¾e najprv vyrie¹ime homogénnu diferenciálnu rovnicu a potom nájdeme partikulárne
rie¹enia podµa typu pravej strany. Homogénna diferenciálna rovnica má tvar

a2y
′′
(t) + a1y

′
(t) + a0y(t) = 0

Charakteristická rovnica diferenciálnej rovnice potom je

a2r
2 + a1r + a0 = 0

Korene charakteristickej rovnice sa dajú nájs» podµa vzorca:

r1,2 =
−a1 ±

√
D

2a2
, D = a21 − 4a2a0

Poznámka: Aby bol systém fyzikálne realizovateµný, musí by» splnená nasledujúca pod-
mienka:

a2 > 0 ∧ a1 ≥ 0 ∧ a0 ≥ 0.

Podµa hodnoty diskriminantu D mô¾eme dosta» nasledujúce tvary rie¹enia yh(t) homo-
génnej di�erenciálnej rovnice:

1. D > 0 : yh(t) = C1e
r1t + C2e

r2t,

2. D = 0 : yh(t) = C1t
0ert + C2t

1ert,

3. D < 0 : yh(t) = eRe(r1)t(C1 cos(Im(r1)t) + C2 sin(Im(r2)t)).

Partikulárne rie¹enia yn(t) sa vo v¹eobecnosti hµadajú pomocou Wronského determi-
nantu. Pre niektoré jednoduché prípady funkcií na pravej strane, pou¾ívaných v TAR, je
mo¾né nájs» partikulárne rie¹enia aj jednoduch¹ím spôsobom. Napríklad ak pravá strana
diferenciálnej rovnice má tvar:

u(t) = eαt[P1(t)cos(βt) + P2(t)sin(βt)],

vtedy partikulárne rie¹enie dostaneme pomocou vzorca

yn(t) = tkeαt[R1(t)cos(βt) +R2(t)sin(βt)],

kde R1(t) a R2(t) sú mnohoèleny takého stupòa, ako je vy¹¹í zo stupòov mnohoèlenov
P1(t) a P2(t) a èíslo k vyjadruje násobnos» koreòa α± iβ charakteristickej rovnice.
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Ak je na pravej strane diferenciálnej rovnice kon¹tanta K, potom je mo¾né rie¹enie
nájs» spôsobom, ktorý je uvedený v nasledujúcom príklade.

Príklad 3.1. Analyticky nájdite rie¹enie nasledujúcej di�erenciálnej rovnice

y
′′
(t) + 3y

′
(t) + 2y(t) = 1

pre nulové poèiatoèné podmienky: y(0) = 0, y
′
(0) = 0.

Charakteristická rovnica je: r2+3r+2 = 0. DiskriminantD > 0, korene charakteristic-
kej rovnice sú: r1 = −1 a r2 = −2 (stabilná sústava). Rie¹enie homogénnej diferenciálnej
rovnice má potom tvar:

yh(t) = C1e
−t + C2e

−2t

V prípade ak u(t) = 1, analytickým rie¹ením diferenciálnej rovnice je prechodová charak-
teristika a yn(t) = K. Dosadením do diferenciálnej rovnice dostávame 0 + 3.0 + 2.K = 1
⇒ K = 1/2 = 0.5. Rie¹enie diferenciálnej rovnice potom je

y(t) = C1e
−t + C2e

−2t + 0.5

Kon¹tanty C1 a C2 urèíme z poèiatoèných podmienok. Zderivujeme analytické rie¹enie
podµa t, dostaneme y

′
(t) = −C1e

−t − 2C2e
−2t. Dosadíme poèiatoèné podmienky a do-

stávame sústavu dvoch rovníc o dvoch neznámych. Vyrie¹ením tejto sústavy získame
kon¹tanty C1 = −1 a C2 = 0.5. Hµadané analytické rie¹enie (prechodová charakteristika
sústavy) nehomogénnej diferenciálnej rovnice má výsledný tvar:

y(t) = −e−t + 0.5e−2t + 0.5 = 0.5(1− e−t)2

Pre t = 0, y(0) = 0 a pre t = ∞ je prenosová zlo¾ka y(∞) = 0.5.

3.3 Rie¹enia diferenciálnych rovníc pomocou LT

Diferenciálne rovnice je mo¾né rie¹i» aj pomocou LT. Ide o silný matematický nástroj,
kde sa diferenciálne rovnice s poèiatoènými podmienkami transformujú do oblasti Lap-
laceových obrazov ako algebraické rovnice. Vyrie¹ením algebraických rovníc a inverznou
LT je potom mo¾né nájs» originál rie¹enia v èasovej oblasti.

Príklad 3.2. Pomocou LT nájdite rie¹enie diferenciálnej rovnice

y
′′
(t) + 4y

′
(t) + 3y(t) = 2u(t),

pre poèiatoèné podmienky: y(0) = 1, y
′
(0) = 0 a kde u(t) = µ(t), (jednotkový skok).

Aplikovaním LT na jednotlivé èleny diferenciálnej rovnice dostaneme výraz

[p2Y (p)− py(0)− y
′
(0)] + 4[pY (p)− y(0)] + 3Y (p) = 2U(p)

V prípade pôsobenia jednotkového skoku na vstup je U(p) = 1
p
. Dosadením poèiatoèných

podmienok a LT jednotkového skoku potom dostávame

Y (p)[p2 + 4p+ 3]− [p+ 4] =
2
p
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Úpravou a rozlo¾ením polynómu dostávame

Y (p) =
p+ 4

p2 + 4p+ 3
+

2
p(p2 + 4p+ 3)

=
p+ 4

(p+ 1)(p+ 3)
+

2
p(p+ 1)(p+ 3)

Rozkladom na parciálne zlomky a porovnaním koe�cientov pri rovnakých mocninách
dostaneme nasledujúce vyjadrenie

Y (p) =

[
3/2

(p+ 1)
+

−1/2
(p+ 3)

]
+

[ −1
(p+ 1)

+
1/3

(p+ 3)

]
+

2/3
p

Pomocou Laplaceovho transformaèného slovníka nájdeme k jednotlivým obrazom origi-
nály funkcií. Výsledné analytické rie¹enie diferenciálnej rovnice je

y(t) =
[3
2
e−t − 1

2
e−3t

]
+
[
−e−t +

1
3
e−3t

]
+

2
3

Pre t = ∞ prechodová zlo¾ka zaniká a prenosová zlo¾ka je y(∞) = 2/3.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Vysvetlite èo sú to poèiatoèné podmienky diferenciálnych rovníc.

2. Nájdite rie¹enie diferenciálnej rovnice prvého rádu

y
′
(t) + 2y(t) = 4

pre nulové poèiatoèné podmienky.

3. Pomocou klasických metód aj pomocou LT rie¹te diferenciálnu rovnicu:

y
′′
(t) + 6y

′
(t) + 13y(t) = u(t)

pre nulové poèiatoèné podmienky ak u(t) = δ(t) a ak u(t) = µ(t).

4. Pomocou klasických metód aj pomocou LT rie¹te diferenciálnu rovnicu:

9y
′′
(t)− 6y

′
(t) + y(t) = 0

pre nulové poèiatoèné podmienky a tie¾ pre podmienky: y(0) = 3 a y
′
(0) = 0.

5. Pomocou metód LT nájdite analytické rie¹enia nasledujúcej diferenciálnej rovnice

4y
′′
(t) + 8y

′
(t) + 5y(t) = et

pre nulové poèiatoèné podmienky a pre podmienky y(0) = 1 a y
′
(0) = 0.

6. Pomocou metód LT rie¹te integrálno-diferenciálnu rovnicu

y
′
(t) + 6y(t) + 9

∫
y(t)dt = 1

pre nulové poèiatoèné podmienky.
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4 Identi�kácia spojitých systémov

Hlavnou úlohou identi�kácie systému je vy¹etrenie dynamických vlastností systému a sta-
novenie jeho matematického modelu experimentálnym postupom. Pomocou testovacích
signálov pôsobíme na systém a zaznamenávame jeho odozvu. Vyhodnocovaním namera-
ných signálov potom urèíme model systému.

V ïal¹ích èastiach sú popísané dve jednoduché metódy identi�kácie dynamických sys-
témov. Prvá metóda je vhodná pre jednoduché systémy (napr. jednokapacitné). Druhú
metódu mô¾eme pou¾i» aj pre zlo¾itej¹iu ¹truktúru matematického modelu (napr. dvojka-
pacitnú sústavu). Obidva uvedené metódy vychádzajú z odozvy nenabudeného systému
na jednotkový skok, t.j. z prechodových charakteristík.

4.1 Metóda vyhodnocovania prechodových charakteristík

Pri vyhodnocovaní prechodových charakteristík sa vychádza z toho, ¾e meraním zistíme
odozvu y(t) systému na skokovú zmenu vstupného signálu u(t) o známej veµkosti. Systém
musí by» pred zmenou v ustálenom stave.

Identi�kácia systémov 0-tého rádu:
Takýto systém (proporcionálny) je mo¾né popísa» rovnicou v tvare

y(t) = Ku(t)

V takomto prípade systém predstavuje dynamický èlen bez oneskorenia (0-tého rádu)
a parameter (zosilnenie) systému sa stanoví z rozdielu ustálených hodnôt ako

K =
y(t)
u(t)

=
�y

�u

Identi�kácia systémov 1-tého rádu:
Takýto dynamický systém (jednokapacitný) je mo¾né popísa» diferenciálnou rovnicou
v tvare

Ty
′′
(t) + y(t) = Ku(t)

Analytické rie¹enie takejto diferenciálnej rovnice pri skokovej zmene vstupnej velièiny
o �u bude:

y(t) = K�u
(
1− e−

t
T

)
, (10)

kde pre K platí:

K =
�y

�u

Èasovú kon¹tantu T mô¾eme urèi» tak, ¾e do vz»ahu (10) dosadíme za t = T . Potom
dostaneme

y(t) = K�u(1− e−1) = 0.632K�u = 0.632�y

Pre hodnotu 0.632�y (viï Obr. 5) bude èasová kon¹tanta daná vz»ahom

T =
tB

K�u
= − tB

ln
(
1− y(tB)

K�u

)
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Obr. 5: Prechodová charakteristika.

Z identi�kovaných parametrov T a K je mo¾né jednoduchou úpravou získa» koe�cienty
a1 a a0 pre diferenciálnu rovnicu v tvare (4). Pre koe�cienty platí vz»ah: a1 = T

K
a a0 = 1

K
.

Identi�kácia systémov n-tého rádu:
Pri identi�kácii systémov druhého rádu mô¾eme na stanovenie èasových kon¹tánt dife-
renciálnej rovnice vyu¾i» dobu nábehu Tn a dobu prie»ahu Tu. Podµa existujúcich vz»ahov
je potom mo¾né stanovi» parametre a2, a1 a a0 diferenciálnej rovnice (5).

Pre diferenciálne rovnice rádu, n > 2 nie je mo¾né explicitne vyjadri» èasové kon¹tanty
z nameranej prechodovej charakteristiky, ale musíme pou¾i» pribli¾né metódy [12] (napr.
aproximácia prechodovej charakteristiky sústavou druhého rádu).

4.2 Metóda postupnej integrácie

Táto identi�kaèná metóda je vhodná aj na urèovanie parametrov modelov vy¹¹ích rádov
a umo¾òuje aproximova» aj odozvy na iný vstupný signál ako je jednotkový skok.

Ako príklad je uvedený postup pre stanovenie koe�cientov a2, a1 a a0 diferenciálnej
rovnice (5). Predpokladajme, ¾e vstupným signálom bol jednotkový skok u(t) = µ(t) = 1,
celkový èas merania odozvy bol T a systém bol v nenabudenom stave (nulové poèiatoèné
podmienky). Pre koe�cienty matematického modelu potom platí:

a0 =
u(T )− u(0)
y(T )− y(0)

⇒ a0 =
1

y(T )
pre u(t) = 1 (11)

Na stanovenie parametrov a2 a a1 je potrebné vypoèíta» prvú a druhú integrálnu krivku.
Pre parameter a1 platí vz»ah, ktorý získame integrovaním diferenciálnej rovnice (5).

a1 =
1

y(T )− y(0)

[
a0

∫ T

0
�y(t)dt−

∫ T

0
�u(t)dt

]
⇒ a1 =

a0
y(T )

∫ T

0
�y(t)dt pre u(t) = 1 (12)
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Ïal¹ou integráciou a následnou úpravou dostávame vz»ah pre výpoèet parametra a2
v tvare:

a2 =
1

y(T )

[∫ T

0

∫ T

t
�u(t)dt2 − a0

∫ T

0

∫ T

t
�y(t)dt2 + a1

∫ T

0
�y(t)dt

]
pre u(t) = 1, (13)

kde �y(t) = y(T )− y(t) a �u(t) = u(T )− u(t).
Podobným spôsobom by bolo mo¾né nájs» vz»ahy aj pre koe�cienty diferenciálnej

rovnice vy¹¹ieho rádu ako 2. Vzhµadom na numerickú integraènú metódu (napr. lichobe¾-
níková metóda), ktorú budeme pou¾íva» na experimentálne spracovanie dát, je potrebné
zvá¾i» maximálny rád matematického modelu, preto¾e chyba pri výpoète potom rastie
nad prijateµnú hranicu.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Pomocou metódy vyhodnocovania prechodových charakteristík urète parametre a1
a a0 diferenciálnej rovnice prvého rádu (4), ak nameraná prechodová charakteristika
systému je zobrazená na Obr. 6.

Obr. 6: Nameraná prechodová charakteristika.

2. Pomocou metódy postupnej integrácie urète parametre a2, a1 a a0 diferenciálnej
rovnice druhého rádu (5), ak pri pôsobení jednotkového skoku na vstup systému,
boli pre èas T = 6 [s] namerané hodnoty výstupného signálu, ktoré sú uvedené
v Tab. è. 2. Pred meraním bol systém v nenabudenom stave.

Tab. è. 2: Experimentálne namerané dáta.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

yi 0.26 0.62 1.26 1.50 1.67 1.80 1.88 1.94 1.97 1.99 2.00 2.00

Na numerické integrovanie pou¾ite lichobe¾níkovú metódu integrovania, pre ktorú
platí: ∫ T

0
y(t)dt ≈

(
y0
2
+

N−1∑
i=1

yi +
yN
2

)
h,

pre N = T/h, kde h je èasový krok výpoètu a N je poèet nameraných vzoriek.
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5 Modelovanie spojitých systémov cez SIPRO

SIPRO je jednoduchý ale vyhovujúci simulaèný program. Pre úèely predmetu TAR je
mo¾né vyu¾i» ho na simuláciu a vy¹etrovanie niektorých vlastností regulovaných sústav
ale aj regulaèných obvodov. Modelovanie spojitých systémov je mo¾né urobi» pomocou
metódy zni¾ovania rádu derivácie alebo cez de�nované prenosové bloky.

5.1 Metóda zni¾ovania rádu derivácie

Tento prístup je ukázaný na príklade modelovania a simulácie dvojkapacitnej sústavy,
ktorú mô¾eme popísa» diferenciálnou rovnicou druhého rádu (5). Z tejto diferenciálnej
rovnice vyjadríme najvy¹¹iu deriváciu, prièom dostávame rovnicu v tvare [2]:

y
′′
(t) =

[u(t)− a0y(t)− a1y
′
(t)]

a2

Túto rovnicu mô¾eme namodelova» pomocou zosiµòovaèov, kon¹tánt, sumátorov a násled-
ným dvojnásobným integrovaním získame analytické rie¹enie y(t).

Bloková schéma namodelovanej diferenciálnej rovnice (5) je zobrazená na Obr. 7.
Poèiatoèné podmienky sú zadané v y

′
(0) a y(0). Budiaca funkcia u(t) je pre prípad

ZES

8

ZES

7

KON

1

SUM

2

SUM

3

ZES

4

INT

5

INT

6

- a1

- a0

1/a2 y'(0) y(0)

y(t)y'(t)y''(t)

u(t)

Obr. 7: Bloková schéma pre SIPRO.

jednotkového skoku zadaná v bloku è. 1 ako KON=1. Prechodovú charakteristiku získame
ako výstup z bloku è. 6 v podobe grafu alebo tabuµky vypoèítaných hodnôt pre zadaný
èas simulácie a krok rie¹enia.

5.2 Modelovanie cez prenosové bloky

Táto metóda modelovania je jednoduch¹ia na zadávanie blokov a parametrov do SIPRA.
Vy¾aduje aby bol známy obrazový prenos modelovaného dynamického systému. Diferen-
ciálnej rovnici druhého rádu (5) zodpovedá prenosová funkcia v tvare:

F (p) =
1

a2p2 + a1p+ a0
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Tento prenos mô¾eme v závislosti od koreòov v menovateli namodelova» pomocou blokov
SET alebo KMI. Tvar prenosových blokov je zobrazený na Obr. 8. Jednotlivé bloky pou-

U(p) Y(p)
1

(T0.p) 2+2.ksi.T0.p+1

(a) KMI blok

U(p) Y(p)
1

T1.p + 1
1

T2.p + 1

(b) SET bloky

Obr. 8: Modelovanie cez prenosové funkcie.

¾ívame podµa hodnoty diskriminantu charakteristickej rovnice. Pre D > 0 vyu¾ijeme dva
SET bloky na základe rozkladu charakteristickej rovnice na súèin koreòových èiniteµov:

F (p) =
1

a2p2 + a1p+ a0
=

1
a2

1
(p− p1)(p− p2)

, kde p1,2 =
−a1 ±

√
a21 − 4a2a0
2a2

Úpravou potom dostávame

F (p) =
1

p1p2
.

1
(− 1

p1
p + 1)(− 1

p2
p+ 1)

=
1

p1p2
.

1
(T11p + 1)(T12p+ 1)

Tento prenos bude modelovaný cez dva SET bloky a jeden blok KON so vstupnou hod-
notou u(t) = 1/(p1p2).

Pre D ≤ 0 vyu¾ijeme ako základný blok KMI, pre ktorý musíme F (p) upravi» na
¹tandardizovaný tvar pre SIPRO.

F (p) =
1

a2p2 + a1p+ a0
=

1
a0

a2
a0
p2 + a1

a0
p + 1

=
1
a0

[(
√

a2
a0
)p]2 + 2. a1

2
√
a2a0

√
a2
a0
p+ 1

Vstupom do KMI bloku potom budú kon¹tanty: T0 =
√

a2
a0

a ksi = a1
2
√
a2a0

a vstupom do

bloku KON bude u(t) = 1/a0.

KON

1

KMI

2

DER

3

DER

4

0 0u(t)

y(t)

y'(t) y''(t)

T0 ksi

Obr. 9: Bloková schéma pre SIPRO.

Bloková schéma namodelovanej diferenciálnej rovnice (5) cez prenosové bloky je zo-
brazená na Obr. 9.
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Prechodovú charakteristiku získame ako výstup z bloku è. 2 v podobe grafu alebo
tabuµky vypoèítaných hodnôt pre zadaný èas simulácie a krok rie¹enia.

Príklad 5.1. Namodelujte diferenciálnu rovnicu druhého rádu pomocou metódy pre-
nosových blokov. Diferenciálna rovnica má tvar:

0.7414y
′′
(t) + 0.2313y

′
(t) + 1 = u(t)

ak vstupom u(t) je jednotkový skok a poèiatoèné podmienky sú nulové.
Na modelovanie vyu¾ijeme blokovú schému zobrazenú na Obr. 9, preto¾e diskriminat

charakteristickej rovnice je D < 0. Charakteristická rovnica má komplexne zdru¾ené
korene p1,2 = −1.55598± 1.15085i. Kon¹tanty pre KMI blok budú:

T0 = 0.8610, ksi = 0.1343,

a hodnota bloku KON bude rovná 1.
Na modelovanie spätnoväzobného regulaèného obvodu mô¾eme vyu¾i» prenosové

bloky a zostavi» blokovú schému, ktorá je zobrazená na Obr. 10.

u(t)

SUM

2

KMI (SET)

4

y(t)

T0 ksi

PID

3

ZES

5

-1

KON

1

Obr. 10: Bloková schéma pre SIPRO.

Regulovaná sústava mô¾e by» modelovaná cez KMI alebo SET bloky a regulátor
mô¾e by» modelovaný cez prenosový blok PID alebo pre jednotlivé partikulárne prípady
regulátora cez prenosové bloky PDR a PIR, atï. Pri zadávaní parametrov regulátora je
potrebné upravi» kon¹tanty na ¹tandardizovaný tvar pre SIPRO.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Namodelujte diferenciálnu rovnicu prvého rádu pomocou metódy zni¾ovania rádu
derivácie a pomocou prenosových blokov,

y
′
(t) + 2y(t) = 4

pre nulové poèiatoèné podmienky a nájdite jej analytické rie¹enie.

2. Namodelujte diferenciálnu rovnicu druhého rádu a nájdite je analytické rie¹enie
pomocou metódy zni¾ovania rádu derivácie a pomocou prenosových blokov,

y
′′
(t) + 6y

′
(t) + 13y(t) = u(t)

pre nulové poèiatoèné podmienky ak u(t) = µ(t).
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6 Vy¹etrovanie charakteristík spojitých systémov

Dynamické vlastnosti sledovaného systému je mo¾né vyjadri» aj gra�cky, a to v tvare rôz-
nych charakteristík. Tieto charakteristiky sa dajú stanovi» z diferenciálnej rovnice resp.
prenosovej funkcie výpoètom alebo ich mô¾eme urèova» experimentálne, vybudením sys-
tému z jeho rovnová¾neho stavu aplikáciou de�novaného signálu u(t) na vstup systému.
Najèastej¹ie sa umelo vyvoláva zmena vstupnej velièiny vo forme skoku, impulzu alebo
harmonicky premenného signálu. Pre výstupnú velièinu zo sústavy potom dostávame
funkèný vz»ah, ktorého gra�cké znázornenie je prechodová, impulzová alebo frekvenèná
charakteristika. V technickej praxi sa na vy¹etrovanie dynamických vlastností e¹te pou-
¾ívajú vstupné velièiny vo forme rampovej funkcie a náhodného vstupného signálu (biely
¹um).

6.1 Vy¹etrovanie impulzových a prechodových charakteristík

Impulzová funkcia je odozva nenabudenej sústavy (pri nulových poèiatoèných podmien-
kach) na Diracov (jednotkový) impulz privedený na jej vstup (u(t) = δ(t)). Gra�ckým
znázornením èasového priebehu impulzovej funkcie dostávame impulzovú charakteristiku.

Preto¾e Laplaceov obraz jednotkového impulzu je rovný jednej, tak impulzovú fun-
kciu dostávame priamo z obrazového prenosu pou¾itím spätnej Laplaceovej transformá-
cie. Tak¾e obrazový prenos systému je súèasne Laplaceovým obrazom impulzovej funkcie.
Prechodová charakteristika je integrálom impulzovej charakteristiky podµa èasu a opaène.
Ak je známa jedna z uvedených charakteristík, potom druhú je mo¾né vypoèíta» integ-
rovaním resp. derivovaním podµa èasu [1, 4, 5]:

yprech(t) =
∫ t

0
yimp(τ)dτ, resp. yimp(t) =

d

dt
yprech(t)

Preto¾e sa impulzová charakteristika priamo meraním získava »a¾ko, v teórii automatic-
kého riadenia ju urèujeme výpoètom. Pre teoretické úèely je veµmi výhodným matematic-
kým modelom, lebo je jadrom integrálu konvolúcie, umo¾òujúceho urèi» v èasovej oblasti
odozvu systému na µubovoµný vstupný signál.

Prechodová funkcia je de�novaná ako odozva, t.j. èasový priebeh výstupnej velièiny
y(t) nenabudenej sústavy, ak na vstup sústavy zaène pôsobi» jednotkový skok, (u(t) =
µ(t)). Gra�cké znázornenie prechodovej funkcie je prechodová charakteristika.

Táto charakteristika je vhodná na sledovanie prenosových vlastností. Je výhodné pou-
¾i» ju aj u takých prenosových èlánkov, pre ktoré nemô¾eme zostavi» prenosovú rovnicu na
základe vnútorných pochodov, preto¾e nepoznáme ich ¹truktúru alebo ju nevieme presne
matematicky formulova». Z priebehu prechodovej charakteristiky vieme urèi» niektoré
kritériá akosti, ako napríklad ustálenú hodnotu, stabilitu, preregulovanie, dobu regulácie,
dobu nábehu, dobu prie»ahu, dobu prechodu a tie¾ regulaènú plochu.

Príklad 6.1. Zostrojte a vy¹etrite impulzovú a prechodovú charakteristiku dynamic-
kého systému popísaného diferenciálnou rovnicou v tvare

0.7414y′′(t) + 0.2313y
′
(t) + y(t) = u(t) (14)

Na zostrojenie impulzovej charakteristiky je potrebné nájs» rie¹enie homogénnej di-
ferenciálnej rovnice (u(t) = δ(t)) a toto rie¹enie gra�cky znázorni» v závislosti na èase
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a na zostrojenie prechodovej charakteristiku je potrebné nájs» úplné analytické rie¹enie
diferenciálnej rovnice (u(t) = µ(t)) a toto rie¹enie gra�cky znázorni» v závislosti na èase.

Analytické rie¹enie (prechodová charakteristika) uvedenej diferenciálnej rovnice náj-
deme pomocou metód popísaných v kapitole 3. Pre nulové poèiatoèné podmienky má
nasledujúci tvar:

y(t) = 1− e−0.1560t (cos(1.1508t) + 0.1355 sin(1.1508t))

Deriváciou prechodovej charakteristiky získame impulzovú charakteristiku.
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Obr. 11: Charakteristiky dynamického systému (14).

Podµa priebehov impulzovej a prechodovej chararakteristiky, ktoré sú zobrazené na
Obr. 11 mô¾eme poveda», ¾e ide o kmitavú tlmenú impulzovú a prechodovú charakteris-
tiku.

6.2 Vy¹etrovanie frekvenèných charakteristík

Frekvenèný prenos charakterizuje odozvu na harmonický vstupný signál o jednotkovej
amplitúde a danej frekvencii (u(t) = sin(ωt)) za predpokladu, ¾e regulaèný pochod pre-
bieha dostatoène dlho, a¾ sa vytvorí ustálený stav. To znamená, ¾e èasový priebeh vý-
stupnej velièiny je èisto periodický, bez prechodovej zlo¾ky. Pri prenose harmonického
vstupného signálu lineárnou prenosovou sústavou je aj výstupný signál harmonickou fun-
kciou èasu s tou istou frekvenciou, ale s inou amplitúdou a s urèitým oneskorením. Frek-
venèný prenos F (iω) sa rovná obrazovému prenosu F (p), do ktorého namiesto premennej
"p" sa dosadí imaginárna kruhová frekvencia "iω". Takto de�novaný frekvenèný pre-
nos závisí od kruhovej frekvencie ω a predstavuje komplexné èíslo, ktorého modul udáva
amplitúdu a ktorého argument udáva fázové oneskorenie odozvy na jednotkový harmo-
nický vstupný signál v ustálenom stave. Gra�cké znázornenie frekvenèného prenosu pre
rôzne hodnoty kruhovej frekvencie ω v rozsahu ω ∈ 〈0;∞〉 sa nazýva frekvenèná cha-
rakteristika. Gra�cké zobrazenie je mo¾né urobi» niekoµkými spôsobmi. Keï¾e frekvenèný
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prenos predstavuje komplexné èíslo, je mo¾né zobrazi» ho do Gaussovej komplexnej roviny
v závislosti na ω. V takom prípade ide o amplitúdovofázovú (Nyquistovu) frekvenènú cha-
rakteristiku. Veµmi výhodné je zobrazenie frekvenèných charakteristík v logaritmických
súradniciach, vtedy hovoríme o logaritmických (Bodeho) frekvenèných charakteristikách.
Ïal¹ie typy frekvenèných charakteristík sú napríklad Michajlovova a Nicholsonova (po-
zri napr. [4, 6, 17], atï.). Praktický význam frekvenèných charakteristík je v urèovaní
stability regulaèných obvodov z priebehu frekvenènej charakteristiky.

Príklad 6.2. Zostrojte a vy¹etrite Bodeho a Nyquistovu frekvenènú charakteristiku
dynamického systému popísaného diferenciálnou rovnicou v tvare

0.7414y′′(t) + 0.2313y
′
(t) + y(t) = u(t) (15)

Frekvenèný prenos uvedeného systému mô¾eme zapísa» ako

F (iω) =
1

0.7414(iω)2 + 0.2313iω + 1

Tento frekvenèný prenos upravíme na tvar: F (iω) = P (ω) + iQ(ω).
Túto úpravu urobíme tak, ¾e frekvenèný prenos vynásobíme komplexne zdru¾eným

èíslom a oddelíme reálnu a imaginárnu èas». Potom dostávame:

F (iω) =
1

0.7414(iω)2 + 0.2313iω + 1
=

1
(1− 0.7414ω2) + 0.2313iω

=

(1− 0.7414ω2)− 0.2313iω
(1− 0.7414ω2)2 − (0.2313iω)2

=
1− 0.7414ω2

0.5497ω4 − 1.4293ω2 + 1
− i

0.2313ω
0.5497ω4 − 1.4293ω2 + 1

(16)

Postup pre vykreslenie Nyquistovej frekvenènej charakteristiky ja nasledovný. Urèíme
hodnoty F (iω) v hranièných hodnotách ω = 0 a ω = ∞. Potom urèíme prieseè-
níky so súradnicovými osami. Nakoniec pre zvolené hodnoty ω ∈ (0;∞), napríklad
ω = 1, 2, . . . , 10, 50, 100, . . ., vypoèítame súradnice bodov charakteristiky, ktoré gra�cky
zobrazíme do komplexnej roviny. Gra�ckým priebehom je potom Nyquistova frekvenèná
charakterisitika (Obr.12(a)).

Ak vyjadríme zvlá¹» amplitúdu A(ω) a fázu ϕ(ω) frekvenèného prenosu F (iω) v zá-
vislosti na logω, dostávame Bodeho (amplitúdovú a fázovú logaritmickú) frekvenènú
charakteristiku. Pre amplitúdu v decibeloch platí:

A(ω)[dB] = 20 logA(ω)
√
P 2(ω) +Q2(ω)

Pre fázu v stupòoch potom platí:

ϕ(ω)[o] = arctg
Q(ω)
P (ω)

Bodeho frekvenèná charakteristika je znázornená na Obr. 12(b).
Poznámka: Pri vy¹etrovaní frekvenèných charakteristík uzavretých regulaèných ob-

vodov je potrebné rozpoji» uzavretý regulaèný obvod a stanovi» frekvenènú charakteris-
tiku z otvoreného regulaèného obvodu.
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Obr. 12: Frekvenèné charakteristiky dynamického systému (15).

6.3 Vy¹etrovanie fázových portrétov

Ak je regulovaná sústava zadaná diferenciálnymi rovnicami v stavovom tvare (9),
a ak v¹etky spåòajú Lipschitzovu podmienku a podmienku spojitosti v okolí bodu
[x1(t0), x2(t0), . . . , xn(t0), u(t0), t0], potom v okolí tohoto bodu existuje jediné rie¹enie
[x1(t), x2(t), . . . , xn(t)] sústavy rovníc. Toto rie¹enie urèuje v n-rozmernom stavovom
priestore jednoznaènú fázovú trajektóriu. Pre ka¾dý konkrétny èas t dostávame v tomto
priestore zobrazovací bod. Súhrn v¹etkých trajektórií vytvára fázový portrét rie¹enia sú-
stavy. Fázová trajektória podáva úplný obraz o jednom konkrétnom rie¹ení sústavy so
zadanými poèiatoènými podmienkami a so zadanou vstupnou funkciou u(t). Fázový por-
trét rie¹enia podáva úplný obraz vlastností v¹eobecného rie¹enia vy¹etrovanej sústavy pre
zadanú vstupnú funkciu u(t) (pozri napr. [4, 10], atï.).

Príklad 6.3. Zostrojte a vy¹etrite fázový portrét dynamického systému popísaného
diferenciálnou rovnicou (14) z Príkladu 6.1.

Uvedenú diferenciálnu rovnicu prepí¹eme na kanonický tvar a rie¹enia získané vyrie-
¹enín sústavy diferenciálnych rovníc potom zakreslíme do stavového priestoru. Kanonický
tvar diferenciálnej rovnice mô¾eme v maticovom tvare zapísa» ako




d
dt

x1
d
dt

x2
...

d
dt

xn


 =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
... . . .

...
...

− a0
an

− a1
an

− a2
an

. . . −an−2

an
−an−1

an







x1
x2
...
xn


+



0
0
...
1


u(t)

y(t) =
[
1 0 0 . . . 0 0

]



x1
x2
...
xn


 ,

kde u, y ∈ R a x ∈ Rn.
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Pre ná¹ zadaný systém (14) dostávame sústavu dvoch diferenciálnych rovníc v nasle-
dujúcom tvare:

d

dt
x1 = x2

d

dt
x2 =

u(t)− x1 − 0.2313x2
0.7414

(17)

Ak na x-ovú os vynesieme stavovú premennú x1 ≡ y(t) a na y-ovú os stavovú premennú
x2 ≡ y

′
(t), potom pre vstupnú budiacu funkciu v tvare jednotkového skoku (u(t) = µ(t))

dostávame fázovú trajektóriu zobrazenú na Obr. 13(a).
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Obr. 13: Charakteristiky dynamického systému (14).

Pre názornos» je na Obr. 13(b) opä» zobrazená aj prechodová charakteristika. Z ob-
rázkov je vidie» vzájomný vz»ah medzi charakteristikami (tlmenie prechodového deja).

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Zostrojte a vy¹etrite impulzovú, prechodovú a frekvenènú charakteristiku dynamic-
kého systému popísaného diferenciálnou rovnicou

y
′
(t) + 2y(t) = 4u(t)

pre nulové poèiatoèné podmienky.

2. Zostrojte a vy¹etrite impulzovú, prechodovú a frekvenènú charakteristiku a tie¾
fázový portrét dynamického systému popísaného diferenciálnou rovnicou

4y
′′
(t) + 8y

′
(t) + 5y(t) = u(t)

pre nulové poèiatoèné podmienky a pre podmienky y(0) = 1 a y
′
(0) = 0.
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7 Algebra prenosov

Algebra prenosov je dôle¾itou pomôckou pri vy¹etrovaní zlo¾itých regulaèných obvodov.
Pri práci s prenosovými funkciami sa vyu¾ívajú blokové schematické znázornenia. Jednot-
livé bloky v schéme predstavujú prenosové funkcie. Spájaním takýchto blokov je mo¾né
znázorni» celú ¹truktúru regulaèného obvodu. Na stanovenie výslednej prenosovej funkcie
obvodu pou¾ijeme jednoduché pravidla algebry prenosov.

7.1 Základné zapojenia prenosových blokov

Medzi základné zapojenia algebry prenosov patrí sériové, paralelné a antiparalelné zapo-
jenie prenosových blokov.

Pre sériové zapojenie prenosových blokov zobrazených na Obr. 14 platí:

F (p) =
Y (p)
U(p)

= F1(p).F2(p). . . . .Fn(p) =
n∏

i=1

Fi(p)

. . .F1(p) F2(p) Fn(p)
U(p) Y(p)

Obr. 14: Sériové zapojenie prenosových blokov.

Pre paralelné zapojenie prenosových blokov zobrazených na Obr. 15 platí:

F (p) =
Y (p)
U(p)

= F1(p) + F2(p) + . . .+ Fn(p) =
n∑

i=1

Fi(p)

. .
 .

F1(p)

F2(p)

Fn(p)

U(p) Y(p)

Obr. 15: Paralelné zapojenie prenosových blokov.
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Pre antiparalelné zapojenie prenosových blokov zobrazených na Obr. 16 platí:

F (p) =
Y (p)
U(p)

=
F1(p)

1∓ F2(p).F2(p)

U(p) Y(p)

(±)

F1(p)

F2(p)

Obr. 16: Antiparalelné zapojenie prenosových blokov.

Pre výsledný prenos spätnoväzobného regulaèného obvodu (so zápornou spätnou väz-
bou) zobrazeného na Obr. 17 potom pre prenos vzhµadom na poruchu platí:

Fz(p) =
Y (p)
Z(p)

=
Fs(p)

1 + Fr(p).Fs(p)
, (18)

a pre prenos vzhµadom na ¾iadanú hodnotu platí:

Fw(p) =
Y (p)
W (p)

=
Fr(p).Fs(p)

1 + Fr(p).Fs(p)
, (19)

kde Fr(p) je prenos regulátora a Fs(p) je prenos regulovanej sústavy.

Regulátor Sústava
W(p) E(p) U(p) Y(p)

-

Z(p)

Fr(p) Fs(p)

Obr. 17: Spätnoväzobný regulaèný obvod.

Pre prenos otvoreného regulaèného obvodu potom platí:

Fo(p) = Fr(p).Fs(p) (20)

Pre výsledný prenos Fw(p) vzhµadom na prenos Fo(p), potom dostávame vz»ah:

Fw(p) =
Y (p)
W (p)

=
Fo(p)

1 + Fo(p)
, resp. Fo(p) =

Fw(p)
1− Fw(p)

Výsledný prenos µubovoµného obvodu je mo¾né odvodi» aj na základe pravidla:

F (p) =
prenos priamej vetvy

1± prenosy vo v¹etkých spätnoväzobných sluèkách
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7.2 Odvodzovanie diferenciálnych rovníc z prenosov

Na získanie výslednej diferenciálnej rovnice zlo¾itého obvodu je výhodné vyu¾i» prenosové
funkcie jednotlivých èastí obvodu a základné pravidla algebry prenosov. Zo získaného
celkového prenosu obvodu je potom mo¾né odvodi» výslednú diferenciálnu rovnicu celého
obvodu. Túto rovnicu mô¾eme potom pou¾i» na vy¹etrovanie dynamických vlastností
celého obvodu.

Postup odvodzovanie diferenciálnych rovníc z prenosov je ukázaný na nasledujúcom
príklade.

Príklad 7.1. Napí¹te výslednú diferenciálnu rovnicu spätnoväzobného regulaèného
obvodu (záporná spätná väzba) vzhµadom na ¾iadanú hodnotu, ak pre jednotlivé prenosy
platí:

Fr(p) = 10 + 3p a Fs(p) =
1

p+ 2

Pre výsledný prenos uzavretého spätnoväzobného regulaèného obvodu vzhµadom na
¾iadanú hodnotu platí vz»ah (19). Pre zadané èiastkové prenosy Fr(p) a Fs(p) potom
mô¾eme napísa»

Fw(p) =
Y (p)
W (p)

=
10+3p
p+2

1 + 10+3p
p+2

=
10+3p
p+2

p+2+10+3p
p+2

=
3p+ 10
4p+ 12

Získaný výsledný prenos Fw(p) rozpí¹eme na tvar:

Y (p).[4p+ 12] = W (p).[3p+ 10] ⇒ 4pY (p) + 12Y (p) = 3pW (p) + 10W (p)

Podµa vlastnosti 8 Laplaceovej transformácie potom dostávame diferenciálnu rovnicu
uzavretého regulaèného obvodu v tvare:

4y
′
(t) + 12y(t) = 3w

′
(t) + 10w(t)

Pre výsledný prenos otvoreného regulaèného obvodu (rozpojená spätná väzba) platí vz»ah
(20). Pre jednotlivé zadané prenosy Fr(p) a Fs(p) potom mô¾eme napísa»

Fo(p) =
Y (p)
W (p)

=
10 + 3p
p+ 2

Získaný výsledný prenos Fo(p) rozpí¹eme na tvar:

Y (p).[p+ 2] = W (p).[10 + 3p] ⇒ pY (p) + 2Y (p) = 3pW (p) + 10W (p)

Podµa vlastnosti 8 Laplaceovej transformácie potom dostávame diferenciálnu rovnicu ot-
voreného regulaèného obvodu v tvare:

y
′
(t) + 2y(t) = 3w

′
(t) + 10w(t)

Vyrie¹ením získaných diferenciálnych rovníc pre uzavretý a tie¾ pre otvorený regu-
laèný obvod dostaneme analytické rie¹enia, ktoré sú vhodné na vy¹etrovanie dynamických
vlastností a stanovovanie rôznych charakteristík regulaèných obvodov.
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Úlohy na samostatné cvièenie:

1. De�nujte základné zapojenia algebry prenosov.

2. Stanovte výslednú prenosovú funkciu zlo¾eného systému, ktorý je zobrazený na
nasledujúcom obrázku.

Y(p)U(p)
F1(p)

F3(p)

F4(p)

F2(p)

Obr. 18: Zlo¾ené zapojenie prenosových blokov.

3. Pre zapojenie prenosových blokov zobrazné na Obr. 18 a pre nasledujúce èiastkové
prenosy:

F1(p) = 10p+ 20, F2(p) = 5p, F3 =
1

p+ 3
, F4(p) = 2p,

napí¹te výslednú diferenciálnu rovnicu zlo¾eného systému.

4. Pre zadaný uzavretý regulaèný obvod, ktorý je zobrazený na Obr. 19, urète výsledné
prenosové funkcie vzhµadom na poruchu a vzhµadom na ¾iadanú hodnotu.

W(p)

Y(p)

-

Z(p) 1
p + 1

2
p

F(p) = 2

0

1

1

0 2 t [s]

t [s]

y(
t)

y(
t)

Obr. 19: Uzavretý regulaèný obvod.

Odvoïte aj výsledné diferenciálne rovnice regulaèného obvodu zo získaných preno-
sových funkcií a tie¾ ich analyticky vyrie¹te. Zaznaète polohu koreòov získaného
výsledného prenosu do komplexnej roviny.
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8 Syntéza spojitého PID regulátora

8.1 De�nícia spojitého PID regulátora

V priemyselných aplikáciách sa stále vo veµkej miere pou¾ívajú proporcionálno-integraèno-
derivaèné (PID) regulátory.

Riadiace algoritmy zalo¾ené na PID regulátoroch patria medzi najpopulárnej¹ie
a najefektívnej¹ie. Popularita týchto regulátorov spoèíva v ¹irokej miere ich uplatne-
nia a v ich funkènej jednoduchosti. Vnútornú ¹truktúru trojèlenného PID regulátora je
mo¾né principiálne znázorni» nasledujúcim obrázkom (Obr. 20).

K

E(p) U(p)

K

Ti
p

Td p

Obr. 20: ©truktúra PID regulátora.

Prenosovú funkciu PID regulátora je mo¾né vyjadri» v tvare:

Fr(p) =
U(p)
E(p)

= K +
Ti

p
+ Tdp, (21)

ktorej v èasovej oblasti zodpovedá diferenciálno-integrálna rovnica:

u(t) = Ke(t) + Ti

∫
e(t)dt+ Td

de(t)
dt

, (22)

kde K je proporcionálne zosilnenie, Ti je integraèná a Td derivaèná èasová kon¹tanta.

8.2 Metóda dominantných koreòov

Priebeh regulovanej velièiny závisí od rozlo¾enia koreòov charakteristickej rovnice regulaè-
ného obvodu v komplexnej rovine. Tento priebeh ovplyvòujú najviac dominantné korene.
Sú to korene, ktoré sú najbli¾¹ie k imaginárnej osi zµava. Ich vzdialenos» od imaginárnej
osi udáva mieru stability St.

Pár komplexne zdru¾ených koreòov znázornených na Obr. 21 mô¾eme popísa» pomo-
cou miery tlmenia Tl, ktorá je de�novaná nasledovným vz»ahom [17]:

p1,2 = −ξ ± iω, tg(ϕ) =

∣∣∣∣∣ ξω
∣∣∣∣∣ = Tl (23)

Hodnoty dominantných koreòov sa stanovia na základe po¾iadaviek na kvalitu regulaè-
ného obvodu. To znamená, ¾e urèíme dominantné korene pre ¾iadanú mieru stability St,
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p3

p1

p2

Re

Im

ω
ϕ

St = ξ

Re

Im

p1

St

p2

p3

Obr. 21: Dominantné korene v komplexnej rovine.

resp. mieru tlmenia Tl. Parametre regulátora nastavíme tak, aby ostatné korene boli od
dominantných vzdialené èo najviac vµavo.

Príklad 8.1. Navrhnite PD a PID regulátor na sústavu popísanú diferenciálnou
rovnicou druhého rádu (5), ktorej zodpovedá prenosová funkcia (8), prièom parametre
diferenciálnej rovnice majú hodnoty:

a2 = 0.7414, a1 = 0.2313, a0 = 1 (24)

Pre túto sústavu navrhnite regulátor a stanovte jeho parametre tak, aby priebeh regulova-
nej velièiny pri pôsobení poruchy jednotkového skoku bol kmitavý, tlmený, zodpovedajúci
miere stability St = 2.0 a miere tlmenia Tl = 0.4, prièom je povolená 5% trvalá regulaèná
odchýlka.

1. Návrh PD regulátora:
Prenos PD regulátora je v tvare

Fr(p) = K + Tdp (25)

a prenos uzavretého regulaèného obvodu Fw(p) je v tvare:

Fw(p) =
Fr(p)Fs(p)

1 + Fr(p)Fs(p)
=

K + Tdp

a2p2 + (a1 + Td)p+ (a0 +K)
(26)

®iadanej miere stability a miere tlmenia odpovedá pár komplexne zdru¾ených ko-
reòov

p1,2 = −2± 5i (27)

prièom im odpovedajú koreòove súèinitele

(p+ 2− 5i)(p+ 2 + 5i) = p2 + 4p+ 29

Priebeh regulovanej velièiny má by» urèený podµa po¾iadaviek zlo¾kami odpove-
dajúcich koreòom p1,2. Preto musí ma» charakteristická rovnica koe�cienty, ktoré
budú dáva» hodnoty koreòov (pólov) p1,2. To znamená, ¾e

p2 +
Td + a1

a2
p+

a0 +K

a2
= p2 + 4p+ 29
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Porovnaním koe�cientov pri rovnakých mocninách "p" dostávame sústavu lineár-
nych rovníc pre stanovenie neznámych parametrov PD regulátora. Pre ná¹ prípad
sú parametre regulátora dané

Td + a1
a2

= 4 ⇒ Td = 4 . 0.7414− 0.2313 = 2.7343

a0 +K

a2
= 29 ⇒ K = 29 . 0.7414− 1 = 20.5006

Stanovíme veµkos» trvalej regulaènej odchýlky vyu¾itím vety o koneènej hodnote

y(∞) = lim
p→0

1
p2 + 4p+ 29

=
1
29

< 0.04

Zadaný regulovaný systém mô¾eme regulova» PD regulátorom s parametrami
K = 20.5006 a Td = 2.7343.

2. Návrh PID regulátora:
Prenos PID regulátora je v tvare :

Fr(p) = K +
Ti

p
+ Tdp (28)

a prenos uzavretého regulaèného obvodu Fw(p) je v tvare:

Fw(p) =
Fr(p)Fs(p)

1 + Fr(p)Fs(p)
=

Kp+ Ti + Tdp
2

a2p3 + (a1 + Td)p2 + (a0 +K)p+ Ti

(29)

Podµa po¾iadaviek na dynamiku musí ma» charakteristická rovnica uzavretého regu-
laèného obvodu dvojicu dominantných koreòov p1,2 a jeden koreò p3 reálny záporný,
ktorého hodnota musí by» oveµa men¹ia v porovnaní s reálnou èas»ou koreòov p1,2.

Urobíme delenie charakteristickej rovnice koreòovým súèiniteµom p1,2. Dostávame

a2p
3 + (a1 + Td)p2 + (a0 +K)p+ T i

p2 + 4p+ 29
= a2p3 + (Td + a1 − 4a2)

a zvy¹ok po delení

[(a0 +K)− 13a2 − 4(Td + a1)]p+ [Ti − 29(Td + a1) + 116a2]

Uvedené delenie musí by» bezozvy¹kové, z èoho dostávame sústavu 3 lineárnych
rovníc pre výpoèet parametrov PID regulátora

Td = 4a2 − a1 − a2p3 (30)

K = 4(a1 + Td) + 13a2 − a0 (31)

Ti = 29(Td + a1)− 116a2 (32)

Predpokladajme, ¾e hodnota −10 (tretí koreò) je podstatne men¹ia v porovnaní
s −2 (reálna èas» koreòov p1,2). Ak zvolíme p3 = −10, po dosadení do (30) pre
na¹u sústavu s parametrami (24) dostávame Td = 10.1483. Do rovníc (31) a (32)
dosadíme vypoèítané Td a dostávame parametre K = 50.1566 a Ti = 215. Pri PID
regulátore je trvalá regulaèná odchýlka nulová.
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8.3 Ziegler-Nicholsova metóda

Podµa tejto metódy sa realizuje nastavenie regulátora v prevádzkovom zapojení. Pri jej
pou¾ití je potrebné zohµadni» to, ¾e dáva men¹ie tlmenie prechodového deja a tie¾ to, ¾e
bola vypracovaná na pomerne jednoduchých regulovaných systémoch (pozri napr. [5, 17],
atï.). Pri nastavení parametrov postupujeme tak, ¾e regulátor najprv zaradíme do regu-
laèného obvodu a stanovíme kritické parametre Kkr - kritické zosilnenie a Tkr - kritická
perióda. Parametre regulátora potom nastavíme podµa Tab. è. 3.

Tab. è. 3: Hodnoty parametrov regulátora - I.spôsob

- K Ti Td

P 0.5Kkr 0 0
PI 0.5Kkr 1.2/Tkr 0
PD 0.5Kkr 0 0.12Tkr

PID 0.6Kkr 2/Tkr 0.12Tkr

V prípade, ¾e je stanovená prechodová charakteristika regulovaného systému, je mo¾né
vypoèíta» pribli¾né hodnoty kon¹tánt regulátora z Tu - doby prie»ahu, Tn - doby nábehu
a Tp = Tu + Tn - doby prechodu podµa Tab. è. 4.

Tab. è. 4: Hodnoty parametrov regulátora - II.spôsob

- K Ti Td

P (Tn/Tu)S 0 0
PI 0.9(Tn/Tu)S 0.3/Tu 0
PD 0.9(Tn/Tu)S 0 0.6Tu

PID 1.25(Tn/Tu)S 0.5/Tu 0.5Tu

S je súèiniteµ autokorelácie systému a je prevrátenou hodnotou zosilnenia systému (S =
1/Ks).

Príklad 8.2. Pomocou metódy Ziegler-Nicholsova (II.spôsob) navrhnite PID regu-
látor na sústavu popísanú diferenciálnou rovnicou druhého rádu

15y
′′
(t) + 8y

′
(t) + y(t) = u(t),

ktorej zodpovedá prenosová funkcia

Fs(p) =
1

15p2 + 8p+ 1
=

1
(3p+ 1)(5p+ 1)

(33)

Prechodová charakterisitika tejto dvojkapacitnej sústavy, Tu a Tn sú znázornené na ob-
rázku Obr. 22. Pri vy¹etrovaní lokálnych kritérií akosti sme zistili, ¾e uvedená dvojkapa-
citná sústava má tieto parametre:

Tu = 1.3, Tp = 11.6, Tn = 10.3
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Obr. 22: Prechodová charakteristika sústavy (33).

Uvedené lokálne kritériá akosti je mo¾né odèíta» z gra�ckého priebehu prechodovej cha-
rakterisitiky alebo ich stanovi» výpoètom. Výpoèet sa dá urobi» pomocou rovnice do-
tyènice v in
exnom bode (IB) prechodovej charakteristiky a následným vypoèítaním
prieseèníkov s osou t ⇒ tIB a ustálenou hodnotou y(∞) ⇒ y(tIB).

Parametre PID regulátora urèíme z Tab. è. 4. Vypoèítané parametre majú hodnoty:

K = 9.9, Ti = 0.38, Td = 0.65,

prièom zosilnenie systému je S = 1/a0 = 1/1 = 1.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Pomocou metódy dominantných koreòov navrhnite PI, PD a PID regulátory na
sústavu popísanú diferenciálnou rovnicou

0.8y
′′
(t) + 0.5y

′′
(t) + y(t) = u(t),

tak aby priebeh regulovanej velièiny bol kmitavý a tlmený s mierou stability St =
2.0 a mierou tlmenia Tl = 0.4.

2. Pomocou metódy Ziegler-Nicholsa navrhnite PI, PD a PID regulátory na sústavu
popísanú prenosovou funkciou v tvare

Fs(p) =
1

(3p+ 1)(2p+ 1)

3. Pomocou programu SIPRO simulujte nastavenie regulátora pomocou metódy
Ziegler-Nicholsa (I.spôsob) v prevádzkovom zapojení na sústavu popísanú diferen-
ciálnou rovnicou

y
′′′
(t) + 7y

′′
(t) + 23y

′
(t) + 33y(t) = u(t),

ak korene charakteristickej rovnice sú p1,2 = −2 ± 3i a p3 = −3, (Kkr
.= 128

a Tkr
.= 1.8 [s]).

32



9 Kritériá akosti dynamických systémov

Na hodnotenie lineárnych dynamických systémov a dynamických procesov, ktoré sa
v týchto systémoch vyskytujú, mo¾no pou¾i» rôzne kritériá. Tieto kritériá mô¾eme roz-
deli» do nasledujúcich skupín: asymptotické, globálne a lokálne kritériá akosti.

9.1 Asymptotické kritériá akosti

Asymptotické kritériá posudzujú dynamický proces podµa jeho vlastností pri veµmi veµ-
kých hodnotách èasu. Základným asymptotickým kritériom je stabilita systému. Stabilita
regulaèných obvodov je nevyhnutnou, ale nie postaèujúcou podmienkou pre ich správnu
èinnos». Systém je stabilný, ak prechodová zlo¾ka yh(t) odozvy na výstupe s rastúcim
èasom konverguje k nule

lim
t→∞ yh(t) = 0,

bez ohµadu na charakter vzruchu na vstupe. Bez uva¾ovania tejto skutoènosti by nebola
mo¾ná správna èinnos» riadiacich systémov, preto¾e ich ovládanie by sa vymklo akejkoµ-
vek kontrole. Podµa akosti prechodovej zlo¾ky dynamického procesu rozli¹ujeme systémy
stabilné, nestabilné a na hranici stability. Stabilitu mô¾eme posudzova» z priebehu precho-
dovej, impulzovej alebo frekvenènej charakteristiky a tie¾ vy¹etrovaním charakteristickej
rovnice. Vy¹etrovanie stability bude predmetom samostatnej kapitoly 10.

Druhým dôle¾itým asymptotickým kritériom je statický prenos systému. Zahròuje
prenosovú zlo¾ku dynamického procesu pri veµkých hodnotách èasu. Základom pre vy¹et-
rovanie statického prenosu v oblasti Laplaceových obrazov je veta o koneènej hodnote.
Pre budiaci signál v tvare jednotkového skoku platí:

y(∞) = lim
p→0

F (p), (34)

kde F (p) je prenos skúmaného systému.
Príklad 9.1. S vyu¾itím vety o koneènej hodnote stanovte statický prenos systému

popísaného diferenciálnou rovnicou

y
′′
(t) + 4y

′
(t) + 4y(t) = u(t),

pre nulové poèiatoèné podmienky ak na vstup systému pôsobí jednotkový skok.
S vyu¾itím vlastnosti Laplaceovej transformácie (vety o koneènej hodnote) mô¾eme

odvodi» vz»ah (34). Pomocou prenosovej funkcie systému potom pre statický prenos do-
stávame:

y(∞) = lim
p→0

1
p2 + 4p+ 4

=
1
4

Túto úlohu je mo¾né vyrie¹i» aj v èasovej oblasti a to analytickým rie¹ením diferenciálnej
rovnice a následným pou¾itím vety o koneènej hodnote.

9.2 Globálne kritériá akosti

Globálne kritériá sú vhodným spôsobom odvodené z celého priebehu dynamického pro-
cesu. Ovplyvòujú ich vlastnosti systému, ako aj poèiatoèné podmienky a charakter vstup-
ného signálu. Medzi globálne kritériá akosti patrí monotónnos», kmitavos», periodiènos»
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a regulaèné plochy. Regulaèné plochy predstavujú funkcionály dynamických procesov,
spravidla de�nované vhodne zvoleným integrálom zva¾ujúcim priebeh celého procesu.
Najèastej¹ie sa pou¾íva absolútna regulaèná plocha a kvadratická regulaèná plocha. Obe
kvantitatívne charakterizujú prechodový dej u stabilných systémov. Pre nestabilné sys-
témy dávajú regulaèné plochy nekoneèné hodnoty. Pri regulaèných plochách sa vy¹etruje
rozdiel medzi prechodovou charakteristikou a jej hodnotou v ustálenom stave. Sú de�no-
vané nasledovne (Obr. 23):

• absolútna lineárna regulaèná plocha: Sr =
∫ T
0 | e(t) | dt = ∫ T

0 | w(t)− y(t) | dt,
• kvadratická regulaèná plocha: S2r =

∫ T
0 [e(t)]

2dt =
∫ T
0 [w(t)− y(t)]2dt,

kde T, (T → ∞) je celkový èas vy¹etrovania dynamického procesu. Rýchlos» tlmenia
prechodového deja zohµadòujú momentové èasovo vá¾ené regulaèné plochy.

Príklad 9.2. Vypoèítajte absolútnu regulaènú plochu, ak prenosová funkcia systému
je de�novaná ako

F (p) =
Y (p)
U(p)

=
1

3p+ 1

a ak na vstup systému je privedený jednotkový skok u(t) = µ(t) = 1. Prechodová cha-
rakteristika systému je

y(t) = µ(t)− e−
1

3
t = 1− e−

1

3
t

Pre absolútnu regulaènú plochu platí

Sr =
∫ ∞

0
| y(∞)− y(t) | dt =

∫ ∞

0
| 1− (1− e−

1

3
t) | dt =

∫ ∞

0
| e− 1

3
t | dt =

=
[
−3e− 1

3
t
]∞
0
= −3

[
e−

1

3
t
]∞
0
= 3

9.3 Lokálne kritériá akosti

Podstatou lokálnych kritérií akosti je vy¹etrovanie správania sa dynamického procesu
(napr. prechodovej charakteristiky) v blízkosti niektorej hodnoty èasovej súradnice. Úlohu
je mo¾né rie¹i» v èasovej oblasti a na základe obrazového prenosu alebo frekvenèného
prenosu. Najèastej¹ie sa pou¾ívajú tieto lokálne kritériá akosti (Obr. 23):

• preregulovanie - Pr (max. hodnota prekmitu nad ustálenú hodnotu),

• doba regulácie - Tr (èas, po ktorom u¾ odchýlka od ustáleného stavu neprekroèí
zvolenú hodnotu),

• èas prvého maxima prechodovej charakteristiky - tpm,

• doba nábehu - Tn, doba prie»ahu - Tu, doba prechodu - Tp (sú de�nované polohou
in
exného bodu a smernicou dotyènice v òom, viï Obr. 22).

Lokálne kritériá sú výrazne ovplyvnené charakterom výstupnej velièiny a poèiatoè-
nými podmienkami. Na urèenie lokálnych kritérií akosti sa vy¾aduje, aby prechodová cha-
rakteristika systému bola stabilná. Ïalej je potrebné pozna» jej ustálenú hodnotu y(∞).
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Obr. 23: Kritériá akosti znázornené na odozve systému.

Preregulovanie urèujeme iba u prechodových charakteristík kmitavých alebo s jedným
prekmitom. Postup stanovenia mô¾e by» nasledovný. Od èasu t = 0 sa sleduje hodnota
prvej derivácie prechodovej charakteristiky. Po zmene znamienka prvej derivácie z plus
na mínus, sa zistí èas pri ktorom k tejto zmene do¹lo. Je to èas prvého maxima tpm.
Potom preregulovanie Pr [%] sa vypoèíta ako

Pr =
y(tpm)− y(∞)

y(∞)
100 [%] (35)

Na urèenie doby regulácie je potrebné zade�nova» urèité pásmo okolo ustálenej hodnoty,
v na¹om prípade sme stanovili 5% pásmo. Potom sa sleduje èas od t = 0, po èas kedy
prechodová charakteristika vojde do 5% pásma s tým, ¾e z daného pásma u¾ nevyjde.
Tento èas je doba regulácie Tr [s].

Príklad 9.3. Stanovte lokálne kritériá akosti systému popísaného diferenciálnou rov-
nicou

0.1y
′′
(t) + 0.1y

′
(t) + y(t) = u(t)

Prechodová charakteristika tohoto systému je zobrazená na Obr. 23. Simuláciou boli
získané nasledujúce hodnoty kritérií akosti: Pr = 1.6, (60%), Tr = 5.3 [s] a tpm = 1 [s].

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Analyticky vy¹etrite v¹etky uvedené kritériá akosti dynamického systému popísa-
ného nasledujúcou diferenciálnou rovnicou

21y
′′
(t) + 10y

′
(t) + y(t) = u(t),

pri nulových poèiatoèných podmienkach, ak vstupom je jednotkový skok.

2. Pomocou simulácie v SIPRO stanovte kritériá akosti dymamického systému uvede-
ného v úlohe 1 a porovnajte ich s analyticky vypoèítanými hodnotami.
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10 Urèovanie stability spojitých systémov

Stabilita systému je asymptotickým kritériom akosti. Stabilita systému je nevyhnutnou,
ale nie postaèujúcou podmienkou pre jeho správnu èinnos». Z hµadiska stability rozdeµu-
jeme dynamické systémy na: stabilné, nestabilné a na hranici stability.

V ïal¹ích èastiach sú uvedené niektoré základné metódy vy¹etrovania stability dyna-
mických systémov.

10.1 Stabilita v èasovej oblasti

V èasovej oblasti urèujeme stabilitu z priebehu prechodovej a impulzovej charakteristiky
alebo z priebehu fázového portrétu v stavovom priestore. Podµa priebehu prechodových
charakteristík mô¾eme z hµadiska ich kmitavosti aj s ohµadom na prekmitnutie cez ustá-
lenú hodnotu urobi» nasledovné rozdelenie: aperiodické stabilné, aperiodické nestabilné,
kmitavé stabilné, kmitavé nestabilné, kmitavé na hranici stability (pozri napr. [10]).

Prenosy prvých dvoch typov systémov majú len záporné reálne póly, ïal¹ie dva typy
majú prenosy s minimálne jedným párom komplexne zdru¾ených pólov, prièom o ïal¹om
roztriedení rozhoduje poloha ostatných pólov a núl prenosovej funkcie, prenos posledného
typu má komplexné korene s nulovou reálnou èas»ou.

Ak uva¾ujeme y(t) ako rie¹enie diferenciálnej rovnice, ktorá je matematickým mode-
lom dynamického systému, ktoré mô¾eme zapísa» ako

y(t) = yh(t) + yn(t),

potom v èasovej oblasti de�nujeme stabilitu lineárneho dynamického systému nasledovne:
Systém je stabilný, ak prechodová zlo¾ka yh(t) odozvy na výstupe systému s rastúcim
èasom konverguje k nule

lim
t→∞ yh(t) = 0,

bez ohµadu na charakter vzruchu na vstupe systému (viï Obr. 13(b)).
Podµa priebehu fázového portrétu mô¾eme stabilitu lineárneho dynamického systému

de�nova» nasledovne:
Systém je stabilný ak priebeh fázovej trajektórie systému zaèína v poèiatoènom stave
nenabudeného systému a ustáli sa v novom rovnova¾nom stave po privedení vzruchu na
vstup systému (viï Obr. 13(a)).

Príklad 10.1. Vy¹etrite stabilitu dynamického systému popísaného diferenciálnou
rovnicou druhého rádu uvedenou v Príklade 6.1.

Na rie¹enie úlohy je potrebné nájs» analytické rie¹enie tejto diferenciálnej rovnice.
Rie¹enie je uvedené v Príklade 6.1 a má tvar:

y(t) = 1− e−0.1560t (cos(1.1508t) + 0.1355 sin(1.1508t))

Podµa de�nície stability vypoèítame limitu prechodovej zlo¾ky ako

lim
t→∞

(
−e−0.1560t (cos(1.1508t) + 0.1355 sin(1.1508t))

)
= 0

Prechodová zlo¾ka s rastúcim èasom zaniká a prenosová zlo¾ka má hodnotu yn(t) = 1.
Z priebehu prechodovej charakteristiky zobrazenej na Obr. 11 mô¾eme poveda», ¾e ide
o kmitavú tlmenú (stabilnú) prechodovú charakteristiku.
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10.2 Algebraické metódy vy¹etrovania stability

Algebraické metódy vy¹etrovania stability sú vhodné pre posudzovanie stability systémov
vy¹¹ích rádov. Tieto metódy vychádzajú z charakteristickej rovnice prenosu matematic-
kého modelu systému. Charakteristickú rovnicu mô¾eme vo v¹eobecnosti zapísa» ako

anp
n + an−1p

n−1 + . . .+ a1p+ a0 = 0 (36)

Pre de�níciu stability dynamického systému potom platí:
Systém je stabilný, ak korene charakteristicke rovnice (36) systému (póly) le¾ia v µavej
èasti komplexnej roviny, t.j. sú záporné, resp. majú záporné reálne èasti ak sú komplexne
zdru¾ené (viï Obr. 21). Vzdialenos» od imaginárnej osi je miera stability.

Príklad 10.2. Algebraickými metódami vy¹etrite stabilitu dynamického systému po-
písaného diferenciálnou rovnicou druhého rádu uvedenou v Príklade 6.1.

Danej diferenciálnej rovnici zodpovedá prenosová funkcia v tvare:

F (p) =
1

0.7414p2 + 0.2313p+ 1

Rie¹ením charakteristickej rovnice je dvojica komplexne zdru¾ených koreòov: p1,2 =
−1.55598± 1.15085i. Pre reálne èasti koreòov platí: Re(p1,2) < 0 ⇒ systém je stabilný.

Pre systémy popísané diferenciálnymi rovnicami ni¾¹ích rádov (n ≤ 3) je mo¾né vy-
poèíta» korene charakteristickej rovnice priamo a tak posúdi» stabilitu systému.

Pre systémy popísané diferenciálnymi rovnicami vy¹¹ích rádov je výhodné pou¾i» napr.
Hurwitzove kritériá stability. Podmienky Hurwitzovho kritéria sú (pozri napr. [4, 17]):

• v¹etky koe�cienty charakteristickej rovnice musia ma» rovnaké znamienka,

• v¹etky subdeterminanty �1,�2, . . . ,�n zostavené z koe�cientov charakteristickej
rovnice musia by» kladné. Hurwitzov determinant �n má tvar:

�n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an 0 0 0 . . .
an−2 an−1 an 0 . . .
an−4 an−3 an−2 an−1 . . .
...

... . . . . . .
. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Príklad 10.3. Hurwitzovou metódou posúïte stabilitu systému, ktorý je popísaný

prenosovou funkciou v tvare:

F (p) =
1

p3 + 9p2 + 26p+ 24

Charakteristická rovnica systému má tvar: p3 + 9p2 + 26p + 24 = 0. Zostavíme Hur-
witzov determinat, ktorý bude

�3 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
26 9 1
0 24 26

∣∣∣∣∣∣∣
Prvá podmienka Hurwitzovho kritéria je splnená, preto¾e {1, 9, 26, 24} > 0. Pre hodnoty
jednotlivých subdeterminantov potom dostávame: �3 = 210, �2 = 9 a �1 = 1 ⇒ systém
je stabilný.
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10.3 Frekvenèné metódy vy¹etrovania stability

Ak máme regulovaný systém de�novaný prenosovou funkciou Fs(p) a regulátor de�novaný
prenosovou funkciou Fr(p), potom pre obrazový prenos otvoreného regulaèného obvodu
platí vz»ah (20).

Zostrojovanie frekvenèných charakteristík bolo popísané v kapitole 6. Pri zostrojovaní
frekvenèných charakteristík sa transformuje rovina koreòov "p" do komplexnej roviny
Fo(iω), prièom transformácia sa realizujeme podµa obrazového prenosu otvoreného ob-
vodu. Pri transformácii sa v¹etky korene charakteristickej rovnice zobrazia z roviny "p"
do bodu (−1; i0) v rovine Fo(iω). Tento bod sa nazýva kritický bod. Transformácia sa
prevedie tak, ¾e za "p" vo vz»ahu (20) sa dosadí komplexné èíslo "iω".

Potom na zistenie stability regulaèného obvodu je potrebné vy¹etri» priebeh krivky
Fo(iω) pre ω ∈ 〈0;∞〉 v Gaussovej komplexnej rovine vzhµadom ku kritickému bodu
(−1; i0). Pre de�níciu stability potom platí (napr. [4, 10, 17]):
Systém je stabilný, ak frekvenèná charakteristika prechádza vpravo od kritického bodu,
ak po nej postupujeme v smere rastúcich hodnôt ω. Ak frekvenèná charakteristika pre-
chádza vµavo od kritického bodu, obvod je nestabilný. Prechod frekvenènej charakteristiky
kritickým bodom znamená, ¾e obvod je na hranici stability.

Príklad 10.4. Frekvenènou metódou vy¹etrite stabilitu dynamického systému popí-
saného diferenciálnou rovnicou uvedenou v Príklade 6.4.

Nyquistova frekvenèná charakteristika uvedeného systému je zobrazená na Obr. 12(a).
Z priebehu frekvenènej charakteristiky vide», ¾e systém je stabilný, preto¾e v smere ná-
rastu frekvencie prechádza frekvenèná charakteristika vpravo od kritického bodu.

Príklad 10.5. Frekvenènou metódou vy¹etrite stabilitu dynamického systému popí-
saného nasledujúcou prenosovou funkciou:

Fo(p) =
8

(p+ 3)(p+ 8)

Podµa u¾ popísaného postupu zostrojíme frekvenènú charakteristiku daného systému
z prenosu otvoreného obvodu.
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Obr. 24: Nyquistova frekvenèná charakteristika.
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Z priebehu frekvenènej charakteristiky, ktorý je zobrazený na Obr. 24 je zrejmé, ¾e
systém je stabilný, preto¾e v smere nárastu frekvencie prechádza frekvenèná charakteris-
tika vpravo od kritického bodu.

Príklad 10.6. Frekvenènou metódou vy¹etrite stabilitu regulaèného obvodu, prièom
prenosová funkcia otvoreného regulaèného obvodu má tvar:

Fo(p) =
1− 2p

(1 + 2p)(1 + p+ p2)

Frekvenèná charakteristika otvoreného regulaèného obvodu je zobrazená na Obr. 25.
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Obr. 25: Nyquistova frekvenèná charakteristika.

Z priebehu frekvenènej charakteristiky, ktorý je zobrazený na Obr. 25 je vidie», ¾e
systém je nestabilný, preto¾e v smere nárastu frekvencie prechádza frekvenèná charakte-
ristika vµavo od kritického bodu.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. V èasovej a vo frekvenènej oblasti posúïte stabilitu systému, ktorý je popísaný
diferenciálnou rovnicu:

y
′′
(t) + 6y

′
(t) + 13y(t) = u(t)

pre nulové poèiatoèné podmienky ak u(t) = µ(t).

2. Pomocou algebraických metód vy¹etrite stabilitu systému, ktorého prenosová fun-
kcia má tvar:

F (p) =
1

p3 + 3.2p2 + 4.61p+ 12.03

3. Pomocou algebraických metód vy¹etrite stabilitu systému, ktorého prenosová fun-
kcia má tvar:

F (p) =
1

p3 + 4p2 + p− 26

4. Zostrojte frekvenèné charakteristiky a vy¹etrite stabilitu systému pre úlohy na sa-
mostatné cvièenie uvedené v kapitole 6.
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11 Diskrétne systémy

11.1 Z-transformácia

Z-transformácia je pravidlo, pomocou ktorého sa postupnos» èísel konvertuje na funkciu
komplexnej premennej z, (z = epT ). Pre diskrétny èas k je de�novaná vz»ahom:

F (z) =
∞∑
k=0

f(kT )z−k, (37)

kde T je perióda vzorkovania. Inverznú Z-transformáciu poèítame podobne ako LT, a to
rozkladom na parciálne zlomky alebo pomocou transformaèného slovníka.

Príklad 11.1. Vypoèítajte Z-transformáciu jednotkového skoku µ(t).

Z{µ(t), z} =
∞∑
k=0

µ(kT )z−k =
∞∑
k=0

z−k =
∞∑
k=0

(z−1)k =
1

1− z−1
=

z

z − 1

Z-transformácie niektorých ïal¹ích základných funkcií sú uvedené v Prílohe 2.
Medzi základnú vlastnos», ktorú budeme ïalej vyu¾íva» patrí veta o oneskorení. Pre

diskrétnu postupnos» f(k −m) mô¾eme napísa»:

f(k −m) ÷ z−mF (z) (38)

Ïal¹ie dôle¾ité vlastnosti Z-transformácie sú uvedené napríklad v [4, 9, 17].

11.2 Diferenèné rovnice a diskrétne prenosy systémov

Existuje viacero rovnocenných vyjadrení lineárnych diskrétnych systémov. Závisí to od
cieµa, na ktorý má by» vyjadrenie pou¾ité.

Lineárny systém mô¾eme vyjadri» ako lineárnu kombináciu minulých výstupov, sú-
èasného a minulých vstupov. Potom pre výstup systému n-tého rádu platí:

y(k) = b0u(k) + b1u(k − 1) + . . .+ bmu(k −m)− a1y(k − 1)− . . .− any(k − n), (39)

kde b0, b1, . . . , bm a a1, a2, . . . , an sú kon¹tanty.
Priamou Z-transformáciou diferenènej rovnice (39) a uplatnením vety o oneskorení

(38), mô¾eme získa» vyjadrenie v tvare diskrétnej prenosovej funkcie:

F (z−1) =
Y (z−1)
U(z−1)

=
b0 + b1z

−1 + . . .+ bmz−m

1 + a1z−1 + . . .+ anz−n
(40)

Pri tomto vyjadrení sa predpokladajú nulové poèiatoèné podmienky. Pre prenosy dis-
krétnych systémov platia rovnaké pravidlá algebry prenosov ako pre spojité systémy.

11.3 Diskretizácia spojitých systémov

Postup na získanie diferenènej rovnice z diferenciálnej rovnice (diskretizácia) mô¾eme
zhrnú» do niekoµkých nasledujúcich bodov:
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• diferenciály v diferenciálnej rovnici nahradíme diferenèným vyjadrením,

• stanovíme diskrétnu prenosovú funkciu systému,

• inverznou Z-transformáciou urèíme diferenènú rovnicu systému.

Na diskretizáciu spojitých systémov budeme vyu¾íva» numerický derivátor v Tustino-
vom tvare HT

m(z
−1) alebo metódu prvej diferencie H1

m(z
−1):

HT
m(z

−1) =

[
2
T

1− z−1

1 + z−1

]m
, H1

m(z
−1) =

[
1− z−1

T

]m
(41)

Popísaný postup je ilustrovaný na nasledujúcom príklade.
Príklad 11.2. Diskretizujte spojitý dynamický systém, ktorý je popísaný diferenciál-

nou rovnicou
0.7414y

′′
(t) + 0.2313y

′
(t) + y(t) = u(t),

diskretizáciu urobte pomocou Tustinovho operátora HT
m(z

−1).
Pre èasy vzorkovania t = kT prepí¹eme uvedenú diferenciálnu rovnicu na tvar:

0.7414y
′′
(kT ) + 0.2313y

′
(kT ) + y(kT ) = u(kT )

Pou¾itím Tustinovho operátora a Z-transformácie dostávame

0.7414

[
2
T

1− z−1

1 + z−1

]2
Y (z) + 0.2313

[
2
T

1− z−1

1 + z−1

]
Y (z) + Y (z) = U(z)

Úpravou dostávame(
2.9656
T 2

1− 2z−1 + z−2

1 + 2z−1 + z−2

)
Y (z) +

(
0.4626

T

1− z−1

1 + z−1

)
Y (z) + Y (z) = U(z)

Ïal¹ou úpravou potom dostávame tvar

[(T 2 + 0.4626T + 2.9656) + (2T 2 − 5.9312)z−1 + (T 2 − 0.4626T + 2.9656)z−2] Y (z) =

= [T 2 + 2T 2z−1 + T 2z−2]U(z)

Vyjadrením Z-transformácie výstupu dostaneme

Y (z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

1 + a1z−1 + a2z−2
U(z),

kde pre ke�cienty prenosu pre ná¹ prípad platí:

b0 =
T 2

T 2 + 0.4626T + 2.9656
, b1 =

2T 2

T 2 + 0.4626T + 2.9656
, b2 =

T 2

T 2 + 0.4626T + 2.9656
,

a1 =
2T 2 − 5.9312

T 2 + 0.4626T + 2.9656
, a2 =

T 2 − 0.4626T + 2.9656
T 2 + 0.4626T + 2.9656

(42)

Diferenèná rovnica má potom výsledný tvar

y(k) = b0u(k) + b1u(k − 1) + b2u(k − 2)− a1y(k − 1)− a2y(k − 2),

prièom pre koe�cienty diferenènej rovnice platia vz»ahy (42).
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11.4 Diskrétne PSD regulátory

PSD regulátory sú diskrétnym ekvivalentom ku PID regulátorom. Diskrétna prenosová
funkcia regulátora má tvar:

Fr(z
−1) =

q0 + q1z
−1 + q2z

−2

1− z−1
(43)

Parametre q0, q1, q2 sa dajú prepoèíta» z parametrov PID regulátora (22), pre periódu
vzorkovania T podµa zvolenej metódy integrovania. Pre lichobe¾níkovú metódu integro-
vania sa prepoèet dá urobi» podµa nasledujúcich vz»ahov:

q0 = K +
Ti.T

2
+

Td

T
, q1 = −K +

Ti.T

2
− 2Td

T
, q2 =

Td

T

Pri diskrétnom riadení je veµmi dôle¾itou úlohou voµba periódy vzorkovania. Niektoré
doporuèenia na jej voµbu sú uvedené napríklad v [9, 17].

11.5 Kritériá stability diskrétnych systémov

Stabilitu diskrétneho systému mô¾eme posúdi» vy¹etrovaním charakteristickej rovnice.
Z diskrétnej prenosovej funkcie (40) vyplýva, ¾e charakteristická rovnica má tvar:

1 + a1z
−1 + . . .+ anz

−n = 0 (44)

Charakteristickú rovnicu (44) upravíme na tvar:

zn + a1z
n−1 + . . .+ an = 0 (45)

Po vypoèítaní koreòov (pólov) zi, (i = 1, 2, . . . , n) z charakteristickej rovnice (45) posú-
dime stabilitu nasledovne:

|zi| < 1 pre i = 1, 2, . . . , n. (46)

V prípade ak je charakteristická rovnica vy¹¹ieho rádu, tak mô¾eme na posúdenie
stability vyu¾i» algebraické kritéria stability, napr. Hurwitzove kritériá.

Príklad 11.3. Posúïte stabilitu diskrétneho systému, ak charakteristická rovnica má
nasledujúci tvar:

(z − 0.2)[z − (0.5− 0.2i)][z − (0.5 + 0.2i)] = 0

Uvedená charakteristická rovnica má tieto korene:

z1 = 0.2, z2,3 = 0.5± 0.2i

Podµa kritéria stability (46) je zrejmé, ¾e |z1| = 0.2, |z2,3| =
√
(0.5)2 + (0.2)2 = 0.538.

Moduly koreòov charakteristickej rovnice spåòajú podmienku (46) ⇒ systém je stabilný.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Posúïte stabilitu diskrétneho systému z Príkladu 11.2., pre periódu vzorkovania
T = 1 [s] a T = 5 [s].

2. Diskretizujte výslednú diferenciálnu rovnicu uzavretého regulaèného obvodu, pri-
èom riadená sústava a navrhnutý PD aj PID regulátor sú uvedené v kapitole 8
v úlohe na cvièenie è. 1 a posúïte stabilitu pre periódu vzorkovania T = 1 [s].
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12 Nelineárne spojité systémy

12.1 De�nícia nelineárnych systémov

V kapitolách 1 a¾ 10 sme sa obmedzili na vy¹etrovanie vlastností dynamických systémov
so sústredenými parametrami, ktoré boli popísané lineárnymi diferenciálnymi rovnicami
s kon¹tantnými koe�cientmi.

Nelineárne sústavy sú také, pri ktorých neplatí princíp superpozície [10]. Metódy
z oblasti lineárnych systémov sú nepou¾iteµné pre nelineárne systémy, resp. platia len ako
pribli¾né metódy v niektorých ¹peci�ckých prípadoch. Väè¹ina dynamických systémov
je nelineárna. Lineárne systémy sú iba idealizáciou pre úzky okruh reálnych systémov
v obmedzenom rozsahu ich prevádzkových stavov.

12.2 Matematický popis nelineárnych systémov

Nelineárne systémy sa dajú popísa» diferenciálnou rovnicou vo v¹eobecnom tvare [10, 18]:

dnv(t)
dtn

= f [v(t), v
′
(t), . . . , v(n−1)(t), u(t), t] (47)

Diferenciálnu rovnicu (47) mô¾eme rozlo¾i» na n diferenciálnych rovníc 1. rádu v ka-
nonickom tvare

xi(t)
dt

= gi[x1(t), x2(t), . . . , xn(t)], pre i = 1, 2, . . . , n;

kde xi(t) sú stavové premenné a gi sú nelineárne funkcie.
Tento rozklad na kanonický tvar je základom metód stavového priestoru a pou¾íva sa

na posudzovanie stability rovnová¾nych stavov nelineárnych systémov a to algebraickými
metódami alebo posudzovaním priebehov fázových portrétov.

12.3 Linearizácia

Pri vy¹etrovaní nelineárnych systémov sa èasto postupuje cestou linearizácie, èím sa úloha
prevádza na rie¹enie lineárnych systémov. Presnos» dosiahnutých výsledkov závisí od spl-
nenia podmienok linearizácie. Metóda linearizácie nie je vhodná pre systémy s typickými
nelinearitami.

Majme nelineárny systém opísaný vz»ahom

y = f(x1, x2, . . . , xn), (48)

kde y je výstup zo systému (alebo jeho n-tá derivácia), xi sú vstupné alebo výstupné
premenné (alebo ich (n− 1)-vá derivácia) a f je nelineárna funkcia.

Ak je funkcia (48) analytická a v okolí pracovného bodu je spojitá a diferencovateµná,
je mo¾né rozvinú» ju do Taylorovho radu v okolí pracovného bodu. Ak uva¾ujeme iba
prvé dva èleny radu, dostávame lineárnu diferenciálnu rovnicu ako náhradu nelineárnej
rovnice, ktorá platí v okolí pracovného bodu.
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12.4 Základné nelinearity

Systémy obsahujúce typické nelinearity nie je mo¾né vy¹etrova» metódou linearizácie
a metóda stavového priestoru musí by» pre ne modi�kovaná. Medzi typické nelinearity
patria napríklad: relé, hysterézia, nasýtenie, pásmo necitlivosti a iné.

u

v

(a) Relé

u

v

(b) Hysterézia

u

v

(c) Nasýtenie

u

v

(d) Necitlivos»

Obr. 26: Statické charakteristiky typických nelinearít.

Ïalej je mo¾né nelinearity rozdeli» na nelinearity parazitné a na nelinearity úmyselne
zavedené [10]. Parazitné nelinearity existuju takmer v ka¾dom reálnom systéme (napr.
trenie, pásmo necitlivosti zosiµòovaèov, zubová vôµa v prevodoch, atï.). Úmyselne zave-
dené nelinearity mô¾u by» napr. oscilátory, usmeròovaèe, dvojpolohová regulácia a pod.

12.5 Stabilita nelineárnych systémov

Nelineárne systémy mô¾u ma» niekoµko rovnová¾nych stavov. Najèastej¹ie skúmame sta-
bilitu systému v okolí rovnová¾neho stavu. Rovnová¾nym stavom je ka¾dý bod v stavovom
priestore, v ktorom sa stav systému bez zmeny vonkaj¹ieho pôsobenia nemení. Pre rov-
nová¾ny stav platí: dx

dt
= 0. Ak posudzujeme stabilitu pre poèiatoèné stavy na urèitej

oblasti, ktorá obklopuje rovnová¾ny stav, hovoríme o lokálnej stabilite. Pre nelineárne
systémy skúmame stabilitu v malom a stabilitu vo veµkom.

Na skúmanie stability v malom je potrebné pozna» matematický model nelineárneho
systému, ktorý je zapísaný v kanonickom tvare. Tento model linearizujeme pre okolie
rovnová¾neho stavu a potom posudzujeme stabilitu ako pre lineárny systém.

Majme model nelineárneho systému, ktorý je zapísaný v kanonickom tvare:

_x1 = f1(x1, x2, . . . , xn),

_x2 = f2(x1, x2, . . . , xn),
...

_xn = fn(x1, x2, . . . , xn), (49)

kde f1, f2, . . . , fn sú nelineárne funkcie.
Oznaème tie¾ vektor stavových velièín ako �x = [x1, x2, . . . , xn]T . Rovnová¾ne stavy sú

potom dané singulárnymi bodmi systému, ktoré získame rie¹ením rovníc

0 = f1(x1, x2, . . . , xn),
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0 = f2(x1, x2, . . . , xn),
...

0 = fn(x1, x2, . . . , xn), (50)

a rie¹enie oznaèíme xi
e = [xi

1e, x
i
2e, . . . , x

i
ne]

T . Ak funkcie f1, f2, . . . , fn rozvinieme do Tay-
lorovho radu v okolí ka¾dého singulárneho bodu a obmedzíme sa iba na èleny s prvými
deriváciami (linearizácia), potom dostávame

d

dt
(x1 − xi

1e) =
∂f1
∂x1

(x1 − xi
1e) + . . .+

∂f1
∂xn

(xn − xi
ne),

...
d

dt
(x1 − xi

ne) =
∂fn
∂x1

(x1 − xi
1e) + . . .+

∂fn
∂xn

(xn − xi
ne), (51)

alebo v skrátenom maticovom tvare

d

dt
(x− xi

e) = J(xi
e)[x− xi

e], (52)

kde J(xi
e) je Jacobiho matica. Stabilita systému sa urèí z charakteristickej rovnice

pI − J(xi
e) = 0, (53)

kde I je jednotková matica rozmeru [n, n] a p je Laplaceov operátor.
Príklad 12.1. Posúïte stabilitu v malom systému popísaného diferenciálnými rovni-

cami v kanonickom tvare:

_x1 = −2.x1 + x1x2

_x2 = −x2 + x1x2

Na posúdenie stability potrebujeme nájs» rovnová¾ne stavy zo sústavy rovníc

0 = −2.x1 + x1x2

0 = −x2 + x1x2

Vyrie¹ením sústavy rovníc získame dva rovnova¾né stavy x1e = [0, 0]T a x2e = [1, 2]T . Ïalej
zostavíme Jacobiho maticu podµa vz»ahu:

J(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

...
∂fn

∂x1

∂fn

∂x2
. . . ∂fn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Jacobiho matica zostavená pre ná¹ prípad má potom tvar:

J(x) =

∣∣∣∣∣ −2 + x2 x1
x2 −1 + x1

∣∣∣∣∣
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Pre prvý rovnová¾ný stav x1e a získanú Jacobiho maticu mô¾eme charakteristickú rovnicu
(53) rozpísa» na tvar:

pI−J(x1e) = p

∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ −2 0

0 −1
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ p+ 2 0
0 p+ 1

∣∣∣∣∣ = (p+2)(p+1) ⇒ p1 = −2, p2 = −1

Korene charakteristickej rovnice sú záporné, p1,2 < 0, ⇒ systém je v rovnová¾nom stave
x1e stabilný.

Pre druhý rovnová¾ny stav x2e a získanú Jacobiho maticu mô¾eme charakteristickú
rovnicu (53) rozpísa» na tvar:

pI − J(x1e) = p

∣∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ 0 1
2 0

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ p −1
−2 p

∣∣∣∣∣ = p2 − 2 ⇒ p1 = −
√
2, p2 = +

√
2

Jeden koreò charakteristickej rovnice je kladný, p1 < 0, p2 > 0⇒ systém je v rovnová¾nom
stave x2e nestabilný.

Na skúmanie stability vo veµkom (Ljapunova metóda) je tie¾ potrebné pozna» matema-
tický model nelineárneho systému. Stabilný systém musí spåòa» nasledujúce podmienky:

1. Musí existova» funkcia V (x1, x2, . . . , xn) a tie¾ derivácie ∂V
∂xi

pre i = 1, 2, . . . , n;

2. Funkcia je pozitívne de�nitná v oblasti 
, t.j. V (x1, x2, . . . , xn) ≥ 0;

3. Derivácia funkcie podµa èasu je negatívne de�nitná v oblasti 
, t.j. dV
dt

≤ 0.

Príklad 12.2. Posúïte stabilitu vo veµkom systému popísaného diferenciálnými rov-
nicami v kanonickom tvare:

_x1 = −x1 + x2

_x2 = −x31 − x2

Na posúdenie stability potrebujeme nájs» rovnová¾ne stavy zo sústavy rovníc

0 = −x1 + x2

0 = −x31 − x2

Vyrie¹ením sústavy získame jeden rovnova¾ný stav x1e = [0, 0]T .
Na posúdenie stability zvolíme funkciu V (x1, x2) = x21 + x22, ktorá spåòa prvé dve

podmienky. Ïalej je potrebné zisti», èi je splnená aj tretia podmienka.

dV

dt
= 2.x1.(−x1 + x2) + 2.x2.(−x31 − x2) = −2.(x21 + x22 + x1x2(x

2
1 − 1))

Z uvedeného vyplýva, ¾e je splnená aj tretia podmienka ⇒ systém je stabilný vo veµkom.

Úlohy na samostatné cvièenie:

1. Uveïte príklady nelineárnych systémov a napí¹te ich matematické modely.

2. Posúïte stabilitu (v malom aj vo veµkom) systému popísaného diferenciálnými rov-
nicami v kanonickom tvare:

_x1 = −x1 + x22
_x2 = x1 − x2
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13 Spojité systémy neceloèíselného rádu

13.1 Úvod

Derivácia a integrál neceloèíselného rádu nie sú novým matematickým nástrojom. Prvá
písomná zmienka sa datuje do roku 1695, kde v liste medzi Leibnizom a L'Hospitalom
bola spomenutá derivácia polovièného rádu. Tento matematický aparát bol doménou
matematikov a vyu¾íval sa hlavne pri modelovaní fyzikálnych systémov. S vyu¾itím týchto
nástrojov v automatickom riadení sa zaèalo iba v posledných rokoch (napr. [3, 13, 14]).

Reálne systémy majú nekoneènú pamä», to znamená, ¾e aktuálny stav systému závisí
od v¹etkých jeho minulých stavov. Práve tento fakt je zahrnutý v modeloch, ktoré vyu¾í-
vajú deriváciu neceloèíselného rádu. Modely celoèíselného rádu uva¾ujú iba s obmedzenou
pamä»ou (oneskorenie 1, 2, 3, . . . rádu).

Pri praktických výpoètoch v¹ak mô¾eme narazi» na problém s veµkou pamä»ou. Na
tento úèel je vhodné vyu¾íva» numerické metódy výpoètu derivácií a integrálov nece-
loèíselného rádu, kde je vyu¾ívaný princíp "krátkej pamäte". Tento princíp vyu¾íva na
výpoèet aktuálnej hodnoty iba niekoµko hodnôt z histórie. Ostatné hodnoty majú vply-
vom váhových koe�cientov malý vplyv na novú hodnotu a sú z výpoètu vynechané.

13.2 Derivácia a integrál neceloèíselného rádu

Deriváciu a integrál neceloèíselného rádu mô¾eme vyjadri» pomocou spoloèného operátora
aD

α
t , kde a a t sú hranice operácie. Na vyjadrenie sa vo v¹eobecnosti pou¾ívajú dve

de�nície [14]. Riemann - Liouvilleova de�nícia má tvar:

aD
α
t f(t) =

1
�(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(τ)
(t− τ)α−n+1

dτ, (54)

pre (n− 1 < α < n) a kde �(.) je Eulerova Gamma funkcia.
Grünwald - Letnikova de�nícia derivácie neceloèíselného rádu má nasledujúci tvar:

aD
α
t f(t) = lim

h→0
h−α

[ t−a
h

]∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(t− jh), (55)

kde [x] znamená celú èas» x.
Numerickú aproximáciu operátora neceloèíselného rádu α mô¾eme vyjadri» z Grün-

wald - Letnikovej de�nície (55) v tvare:

(k−L/h)D
±α
kt f(t) ≈ h∓α

k∑
j=0

(−1)j
(±α

j

)
fk−j, (56)

kde L je då¾ka "krátkej pamäte", h je èasový krok výpoètu (perióda vzorkovania)
a (−1)j

(±α
j

)
sú binomické koe�cienty c

(±α)
j , (j = 0, 1, . . .). Pre ich výpoèet je vhodné

pou¾i» nasledujúci vz»ah [3]:

c
(±α)
0 = 1, c

(±α)
j =

(
1− 1 + (±α)

j

)
c
(±α)
j−1 (57)

Na zefektívnenie výpoètov budeme vyu¾íva» vy¹¹ie spomínaný princíp krátkej pamäte.
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Laplaceova transformácia derivácie/integrálu neceloèíselného rádu má tvar [14]:

∫ ∞

0
e−pt

0D
α
t f(t) dt = pαF (p)−

n−1∑
k=0

pk 0D
α−k−1
t f(t)

∣∣∣
t=0

, pre (n− 1 < α ≤ n). (58)

13.3 Sústavy neceloèíselného rádu

Regulované sústavy neceloèíselného rádu budú reprezentované diferenciálnou rovnicou vo
v¹eobecnom tvare:

an Dβn
t y(t)+. . .+a1 D

β1
t y(t)+a0D

β0
t y(t) = bn Dαn

t u(t)+. . .+b1 D
α1
t u(t)+b0 D

α0
t u(t), (59)

kde βk, αk, (k = 0, 1, 2, . . .) sú vo v¹eobecnosti reálne èísla, βn > . . . > β1 > β0, αm >
. . . > α1 > α0 a ak, bk (k = 0, 1, 2, . . .) sú µubovoµné kon¹tanty. Diferenciálnej rovnici (59)
zodpovedá prenosová funkcia

Fs(s) =
Y (p)
U(p)

=
bmpαm + . . .+ b1p

α1 + b0p
α0

anpβn + . . .+ a1pβ1 + a0pβ0
(60)

13.4 Regulátory neceloèíselného rádu

Regulátor neceloèíselného rádu bude reprezentovaný diferenciálnou rovnicou neceloèísel-
ného rádu v tvare [14]:

u(t) = Ke(t) + Ti D
−λ
t e(t) + Td D

δ
t e(t), (61)

ktorej zodpovedá prenosová funkcia vo v¹eobecnom tvare:

Fr(p) =
U(p)
E(p)

= K +
Ti

pλ
+ Tdp

δ, (62)

kde λ a δ sú µubovoµné reálne èísla (λ, δ ≥ 0), K je proporcionálna kon¹tanta, Ti je integ-
raèná kon¹tanta, Td je derivaèná kon¹tanta, λ je rád integrovania a δ je rád derivovania.

Ak uva¾ujeme λ = 1 a δ = 1, tak dostaneme klasický PID regulátor. Ak λ = 0
a/alebo Ti = 0, dostaneme PDδ regulátor a pod. V¹etky uvedené typy regulátorov sú len
partikulárnými prípadmi PIλDδ regulátora neceloèíselného rádu, ktrorý je viac 
exibilný
a dáva lep¹ie výsledky pri riadení reálnych systémov [13].

13.5 Modelovanie a simulácia regulaèných obvodov

Výslednú diferenciálnu rovnicu neceloèíselného rádu uzavretého regulaèného obvodu mô-
¾eme odvodi» podµa pravidiel algebry prenosov a postupu, ktorý je uvedený v kapitole 7
pre lineárne spojité systémy celoèíselného rádu. Tento postup je demon¹trovaný na sú-
stave popísanej dvojèlennou diferenciálnou rovnicou a PDδ regulátore neceloèíselného
rádu a je uvedený v nasledujúcom príklade.

Príklad 13.1. Odvodte výsledný vz»ah pre simuláciu regulaèného obvodu (impulzová
a prechodová charakteristika) neceloèíselného rádu ak dvojèlenná diferenciálna rovnica
regulovanej sústavy (¾iariè-pyrometer) má parametre:

a1 = 39.69, a0 = 0.598, β1 = 1.26, β0 = 0, b0 = 1.0, α0 = 0 (63)

48



a PDδ regulátor navrhnutý na ¾iadanú mieru stability St = 2.0 má koe�cienty:

K = 64.47, Td = 48.99, δ = 0.5 (64)

Diferenciálnu rovnicu uzavretého regulaèného obvodu odvodíme pomocou algebry pre-
nosov a Laplaceovej transformácie (58). Pre ná¹ prípad dostávame nasledujúcu diferen-
ciálnu rovnicu neceloèíselného rádu pre uzavretý regulaèný obvod

a1 0D
β1
t y(t) + Td 0D

δ
t y(t) + (a0 +K)y(t) = K w(t) + Td 0D

δ
tw(t) (65)

Diferenciálnu rovnicu (65) s vyu¾itím vz»ahu (56) prepí¹eme na diferenènú rovnicu:

yk =
Kwk + Tdh

−δ
k∑

j=0
c
(δ)
j wk−j − a1h

−β1
k∑

j=1
c
(β1)
j yk−j − Tdh

−δ
k∑

j=1
c
(δ)
j yk−j

a1h−β1c
(β1)
0 + Tdh−δc

(δ)
0 + (a0 +K)

, (66)

pre (k = 1, 2, . . .), kde y0 = 0. Pre w(t) = δ(t) platí: w0 = 1/h, w1 = 1/h a wk = 0,
(k = 2, 3, . . .), pre w(t) = µ(t) platí: w0 = 0, w1 = 0 a wk = 1, (k = 2, 3, . . .).
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Obr. 27: Charakteristiky regulaèného obvodu vypoèítané z (66).

Na Obr. 27 sú zobrazené charakteristiky regulaèného obvodu (65) s parametrami
sústavy (63) a kon¹tantami regulátora (64) pre èas simulácie t = 5 [s] a krok h = 0.01.
Pre uvedený èas simulácie sme získali nasledujúce hodnoty vybraných kritérií akosti:
Sr = 0.3901, Pr = 1.015 a Tr = 1.08.

Úloha na samostatné cvièenie:

1. Odvodte výsledný vz»ah a simulujte regulaèný obvod, ak parametre regulovanej
sústavy sú: a2 = 0.8, a1 = 0.5, a0 = 1.0, β2 = 2.2, β1 = 0.9, β0 = 0 a kon¹tanty
regulátora sú: K = 50.15, Ti = 392.82, Td = 24.98, δ = λ = 0.90 pre èas t = 5 [s].
Posúdte tie¾ pre zadaný èas nasledujúce vybrané kritériá akosti: Sr, Pr a Tr.
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Príloha 1: Slovník Laplaceovej transformácie

f(t), t ≥ 0 F (p)

δ(t) 1

δ(t− kT ) e−kTp

µ(t) 1
p

µ(t− a) 1
p e

−ap

t 1
p2

tn, n ∈ N+ n!
pn+1

e−αt 1
p+α

tn e−αt, n ∈ N+ n!
(p+α)n+1

sin(ωt) ω
p2+ω2

1
ω eαt sin(ωt) 1

(p−α)2+ω2

eαt sin(ωt) ω
(p−α)2+ω2

1
ω
sin(ωt) 1

p2+ω2

cos(ωt) p
p2+ω2

t cos(ωt) p2−ω2

(p2+ω2)2

eαt cos(ωt) p−α
(p−α)2+ω2

t eαt cos(ωt) (p−α)2−ω2

[(p−α)2+ω2]2

1√
πt

1√
p

1
α
(1− e−αt) 1

p(p+α)

e−αt−e−βt

β−α
1

(p+α)(p+β)
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Príloha 2: Slovník diskrétnej Z-transformácie

f(t), t ≥ 0 F (z)

δ(t) 1

δ(t− kT ) z−k

µ(t) z
z−1

t Tz
(z−1)2

t2 T 2z(z+1)
(z−1)3

e−αt z
z−e−aT

t e−αt Tze−αT

(z−e−αT )2

t2 e−αt T 2e−αT z(z+e−αT )
(z−e−αT )3

sin(ωt) z sin(ωT )
z2−2z cos(ωT )+1

e−αt sin(ωt) ze−αT sin(ωT )
z2−2ze−αT cos(ωT )+e−2αT

cos(ωt) z(z−cos(ωT ))
z2−2zcos(ωT )+1

e−αt cos(ωt) z2−ze−αT cos(ωT )
z2−2ze−αT cos(ωT )+e−2αT

1− e−αt z(1−e−αT )
(z−1)(z−e−αT )

be−βt − ae−αt z[z(b−a)−(be−αT −ae−βT )]
(z−e−αT )(z−e−βT )

Príloha 3: Eulerove vz»ahy

e±iωt = cos(ωt)± i sin(ωt)

eiωt + e−iωt = 2 cos(ωt)

eiωt − e−iωt = 2i sin(ωt)
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